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Resumen

En este trabajo se presenta la implementacion electronica que describe el
comportamiento de la célula B pancreatica segun el modelo matematico propuesto
por Pernarowsky. Este modelo permite conocer el comportamiento de una sola
célula estando en fase activa e inactiva y presentando los distintos tipos de
oscilaciones que se generan en la membrana celular conocidas como Bursting
Electrical Activity (BEA). A partir de este modelo matematico se plantea su
implementacion electrénica utilizando amplificadores operacionales de voltaje
(OpAmps) y multiplicadores analdgicos. Utilizando un nimero de componentes
electronicos reducido debido a configuraciones diferenciales de OpAmps, el
disefio propuesto es capaz de emular el comportamiento dinamico de la célula .
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Las simulaciones realizadas con el software SPICE concuerdan con el modelo
tedrico validando el disefio.
Palabra(s) Clave(s): Bursting, célula beta, Pernarowsky, OpAmp.

1. Introduccién

El pancreas es una glandula mixta que contiene un tejido exocrino y un tejido
endocrino, este Ultimo estd compuesto por miles de conjuntos de células,
agrupadas en conjuntos conocidos como islotes de Langerhans [1, 2]. Entre las
células que componen los estos islotes se encuentran las células 8 en un 70%,
cuya funcién es la de producir y segregar insulina en el torrente sanguineo cuando
los niveles de glucosa aumentan con el objetivo de estimular al higado a
absorberla y asi, regular los niveles de azucar en la sangre [2, 3]. Las células 3 se
encuentran rodeadas por una membrana, que cuando se sincronizan las células,
genera un potencial eléctrico con oscilaciones complejas. Estas se dividen en dos
tipos de comportamiento; el primero se caracteriza por tener una fase activa con
una escala de tiempo rapida, y el otro por tener una fase pasiva o silenciosa con
una escala de tiempo lenta [3, 4]. A la suma de ambos comportamientos se le
conoce como bursting cuadrado, el cual da origen al Bursting Electrical Activity
(BEA), actividad encargada de la funcién normal y sana del pancreas [3, 4]. En
caso contrario, uno de los padecimientos mas comunes a nivel mundial que podria
desarrollarse es la aparicion de la diabetes. A grandes rasgos, definida cuando las
células 3 no generan BEA.

Existen diversos modelos matematicos que describen el comportamiento de la
célula B [6, 7], entre ellos el propuesto por Pernarowsky reportado en la Ref. [5] es
el mas ampliamente utilizado por su facilidad de interpretacion de la dinamica no
lineal del pancreas. Este modelo se compone por tres ecuaciones diferenciales
acopladas, que al variar algunos de sus parametros se obtienen diferentes tipos
de bursting, entre ellos el bursting cuadrado.

Es bien conocido que una parte importante de la validacién de los modelos
matematicos es la reproduccién experimental del fenémeno que modelan [1-13].

Una de las aproximaciones para realizar la validacién anterior es mediante la
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implementacion electronica del modelo matematico. Este tipo de aproximacion es
ampliamente utilizada para validar modelos de fendmenos complejos tales como el
caos presente en sistemas dindmicos no lineales. Ademas de que la
implementacion electronica de los modelos mateméticos permite estudiar las
relaciones entrada-salida (excitaciones y respuestas) de un sistema [8-10]. En el
caso especifico de la célula B estudiada en este trabajo, podria ser la obtencion de
un laboratorio virtual electronico que de oportunidad de analizar diversas
condiciones (padecimientos) de la célula 3 pancreatica [11-12].

Por lo tanto en este trabajo se propone el disefio de un circuito electrénico basado
en amplificadores operaciones de voltaje (OpAmps) y multiplicadores analdgicos
para emular el comportamiento dinamico de la célula . En especifico se utiliza la
metodologia de computacion analdgica para implementar las tres ecuaciones
diferencias del modelo matemético de Pernarowsky. El disefio propuesto utiliza
esquemas diferenciales para reducir el conteo de componentes electrénicos
activos, los cuales permitieron reducir el nUmero a catorce cuando se compara
contra los veinticuatro de otros disefios antes publicados [13]. Ademas, se
presentan los resultados de la aplicacion de las técnicas de escalamiento en
amplitud y escalamiento en frecuencia sobre el modelo de Pernarowsky. Lo
anterior nos permite controlar la amplitud del BEA, asi como la escala de tiempo.
En la seccidon 2 se describe el modelo matematico Pernarowsky y las condiciones
bajo las cuales se produce bursting cuadrado. En la seccién 3 se explican los
pasos de disefo electrénico para la implementacién electronica de la célula B. La
seccion 4 muestra los resultados de la simulacion a nivel circuito electronico

utilizando SPICE. Finalmente, la seccidon 5 resume las conclusiones.

2. Modelo matematico de la célula 8

Las células 3 presentan oscilaciones complejas en el potencial de la membrana
denominado bursting. El bursting caracteristico de la célula beta en estado activo
se denomina bursting cuadrado y existen varios modelos matematicos que lo
describen, entre los cuales se encuentra el modelo propuesto por Pernarowsky [6,

7]. Este modelo permite simular el comportamiento dinamico de una sola célula 8
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dentro del islote de Langerhans y se compone de tres ecuaciones diferenciales
acopladas. Estas se pueden dividir en dos subsistemas, uno rapido y uno lento [9,
6], donde el subsistema rapido esta dado por:

i=flu)-w-—c

w=w,(u)— w,

Mientras que el subsistema lento es descrito por
¢ = e(h(u) —c).

(1)
Donde u es el potencial de la membrana, « es el voltaje del canal de activacion
de potasio y ¢ la concentracion de sustancias que regulan el BEA, tales como

calcio intracelular, calcio en el reticulo endopldsmico y ADP. ElI modelo
matematico de Pernarowsky presenta funciones no-lineales de las cuales se

deriva el bursting. Estas no linealidades son polinomios de tercer grado
dependientes de la variable u, representados por las funciones flu), w.(u) y
h(w), como se muestran en (2). Anteriormente se ha propuesto utilizar funciones
lineales a trozos (PWL) para estudiar la dinamica no lineal de un sistema complejo
[12].

flu) = —%ua + afiu® + [:1 — a(fi? —r;rz])u
w_ (1) = (1—%)1:,3 +auu’ —(2+a(@—n*))u—3

-II.(T.L:] = E(u - u,Ej (2)

Considerando el siguiente conjunto de valores para los pardmetros en (1),

1 3 .
ﬂ'_zrﬂ_;ru_gr

(45}

B =4, ug= —0954, == 0.0025 [5]; se obtiene mediante

MATLAB el comportamiento dinamico de las variables de estado i, w y ¢, el cual

presenta las oscilaciones conocidas como bursting (figurasl y 2), donde la variable
de estado u es la que corresponde a las oscilaciones de la membrana de la célula.
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Figura 2 Comportamiento de las funciones en (2).

Una de las caracteristicas mas importantes del modelo propuesto por
Pernarowsky es la dinamica tan diversa que presenta ante cambios en algunos de
los valores de sus parametros, ante estos cambios se presentan cinco tipos de
bursting denominados beating, bursting parabdlico, semiparabdlico y tapered [1]
(figura 3). El bursting cuadrado (figura 3a) se caracteriza por una fase activa con
picos cuyos maximos y minimos locales son casi constantes y tienen un valor por
encima de la fase silenciosa. El beating (figura 3a), en comparacion con el bursting
cuadrado, carece de fase silenciosa pero es igual en magnitud. El bursting
parabdlico (figura 2b) tiene como caracteristica principal un perfil que asemeja una
parabola. El bursting semiparabdlico (figura 3c) se caracteriza por sus minimos
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locales en el spiking que se encuentran por debajo de la fase silenciosa.

Finalmente el tapered tienen una fase activa sobre amortiguada (figura 2d).
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Figura 3 Diferentes tipos de bursting.

Para el caso de los diferentes tipos de oscilaciones se varian los parametros 7 y ii

gue toman distintos valores para cada tipo de bursting (tabla 1).

Tabla 1 Parametros de 5 y ii para obtener los distintos tipos de bursting.

n | i | Tipo de oscilacion

3/4 | 3/2 | Bursting de onda cuadrada

1 3/2 | Beating

34 |1 Bursting de amplitud parabdlica
5411 Bursting semiparabélico

1/2 | 9/4 | Tapered
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El bursting también depende de escalas de tiempo distintas, esta escala de tiempo

es representada en el sistema de ecuaciones (1) por &, y toma el valor de 0.0025.

3. Implementacion electrénica usando OpAmps

En este trabajo se disefian tres circuitos electronicos que representan las tres
variables de estado de la ecuacion (1). Estos circuitos a su vez contienen otros
sub circuitos que representan las no linealidades del sistema dadas en la ecuacion

2).

Dada la respuesta de la las ecuaciones no lineales (ver figura 2) donde w_. (i) y
h(u) tienen una ganancia de hasta 50 y 20 unidades, respectivamente.
Suponiendo que se traslada directamente a un circuito electrénico, este tendria
una salida de voltaje de 50V y 20V, respectivamente, para cada ecuacion, la cual
€s una ganancia muy grande y no apta para su implementacion fisica, por lo que
se propone escalar las funciones.

k=1, k, =5y ky =2, representan los parametros de escalamiento en amplitud

para las ecuaciones 3.

u

x=— u = xk,
Ry
ol

V== w = vk,

Y e ]

P = 7k

z=— c = zk, 3)

=

Para el nuevo sistema de ecuaciones se tienen nuevos nombres para las variables

de estado, asi como para las ecuaciones no lineales, siendo x, ¥ y z las nuevas
ecuaciones u, w Yy c, respectivamente. El resultado del proceso de escalamiento
son unas nuevas ecuaciones que describen las variables de estado dadas en
ecuaciones 4.

(—§ Goe)® + k) + (1 - al@® — 7)) (k) ) - (i) — (zky),
lI.I:Cl

r =

_ ([1 ~2) (xky)* + afi(xky)? — (2 +a(@? — 1)) (xky) — 3) ~ (vky)
y= i ,

&
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a e((B((xky) —ug)) — (zk3))

z .

s 4)

De igual forma que el modelo original, las nuevas variables de estado presentan
no linealidades representadas por las ecuaciones 5.

- g (xky)? + aii(xk,)? + (1 — a(@® — %)) (xk,)
k, :

flx) =

- (1-3) (cky)® + ali(xky)? = (2 + a(@® — n*))(xky) — 3
yix)= . »

&

B ([xklj — ulg)

h(x) = .
ks (5)

Una vez sustituidos todos los parametros de las ecuaciones (4) y (5) para una
célula B activa se obtienen las ecuaciones 6y 7 [5].
x=(f(x))—5y— 2z,

v=0uE)-

z = e((h(x)) — z). ©)
1 3 37
-~ .32 2,2
flx) Tl +Bx +64x,
11 ., 3 , 31 3
vix)=—x"+—x"——x——,

60 40 64~ 5
h(x) = 2x + 1.0908 o

Dadas las nuevas funciones escaladas, se procede a realizar la implementacion
electronica, para esto se realiza un diagrama a bloques de manera general (figura
4) que describe las ecuaciones 6.

El diagrama a bloques de la figura 4 muestra los bloques principales. Estos
incluyen tres funciones no lineales f(x), y(X) y h(x), asi como tres bloques
integradores, “1/s”, para obtener la solucion de las derivadas de las variables de
estado X, vy, z, descritas por las ecuaciones (6). Finalmente un blogue de ganancia

“epsilon” y tres blogues sumadores algebraicos.
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Figura 4 Diagrama de bloques de las variables de estado en (6).

0=

Para la implementacién electrénica de los bloques de la figura 4 se utilizan
topologias con amplificadores operacionales de voltaje. En este contexto, los
integradores, “1/s”, son disefiados con la configuracion tipica de integrador
inversor. Los sumadores de tres entradas se disefian con la configuracion de
sumador inversor, mientras que en los casos donde solo se tienen dos entradas al
sumador, se utiliza una configuracion de amplificador diferencial.

En lo que respecta a la implementacién de las ecuaciones no lineales f(x), y(x) y
h(x), se propone lo siguiente: en el caso de f(x), dado que es un polinomio de
tercer grado, posee un término cubico y uno cuadrado, los cuales seran
representados por circuitos multiplicadores de voltaje (figura 5). Ademas la funcién
f(x) tiene tres ganancias G1, G2 y G3 las cuales se obtienen mediante la
configuracion de amplificador inversor (figura 6). Finalmente se suman los

términos usando un amplificador en configuracion sumador inversor.

|_im »  G3
m - G2

X.-;

>
Yy

¥

F(x)

¥

G1

Figura 5 Diagrama de bloques para la funcién no lineal f(x).
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Figura 6 Circuito electronico de f(x) utilizando opamps y multiplicadores.

En forma analoga al caso de la funcién f(x), se disefian las funciones y(x) y h(x)
(7). Para la funcion y(x) se utilizan dos multiplicadores de voltaje, cuatro ganancias
G4, G5, G6, G7, y un sumador como se muestra en la figura 7. En especifico, G4
no tiene una entrada debido a que representa una constante y esta se disefia
mediante una fuente de voltaje independiente V1. La sintesis del diagrama a
bloques de la figura 6 utilizando dispositivos electrénicos se muestra en la figura 8.
Para el caso de h(x) el diagrama a bloques y su equivalente con dispositivos
electronicos se muestra en la figuras 9 y 10, respectivamente.

X > —|_\
— M - G6 ., y(x)
» G5
G4

Figura 7 Diagrama de bloques para la funcion no lineal y(x).
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Figura 8 Circuito electronico de y(x) utilizando opamps y multiplicadores
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Figura 10 Circuito electronico de h(x) utilizando opamps.
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Los diagramas de bloques que describen las ecuaciones no lineales (figuras 5, 7 y
9), incluyen los bloques G1, G2,..., G9, los cuales representan las ganancias de
los amplificadores de voltaje de acuerdo con las ecuacion (7) se obtiene la Tabla
2.

Tabla 2 Valores de las ganancias para las ecuaciones no lineales en figuras 4, 6, 8.

Ganancias | Valor | Ganancias | Valor
G1 37/64 | G5 -31/64
G2 3/8 G6 3/40
G3 -1/12 | G7 11/60
G4 -3/5 G8 1.0908
G5 -31/64 | G9 2

4. Resultados

Una vez que los bloques f(x), y(x) y h(x) de la figura 4 han sido disefiados,
entonces la sintesis con circuitos electrénicos del diagrama a bloques de la figura
4, el cual describe una célula 3, se muestra en la figura 11.

Una vez descritos los circuitos que describen las funciones no lineales en (7)
(figuras 6, 8, 10), se obtienen las funciones de transferencia en (8) utilizando
analisis de circuitos usando Leyes de Kirchhoff.

A? R3.R4.4* R6.R7.4
f(x] = —R3 - - »
R1.100 R2.10 RS
R19.R20.4A® R22.R23.A%
y(x) = —R26 | — - + R24. A+ 0.6V.R25 ),
R18.100 R21.10

h(x) = % (4—51). ©

De forma similar se obtuvieron las funciones de transferencia para las variables de

estado x, vy z (figura 11)

. R11.R12 R11.R12 R12 1
i=—(( - )y -2 ) + (=—=—=2) )
R10.R14.R15.C1 R14.R15.C1 R14 Rl16.01

. 1 R23 R28
y=- ( ¥y — }r[:xj)
R31.C2\R27 R27

1 R42 R42
=— z— h(x) ).
R45.C3\ R41 R41

9)
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Figura 11 Circuito electronico propuesto para emular la célula 3 en (6).

Dadas las ecuaciones (8) y (9) se obtuvieron los valores de los componentes
electronicos considerando los parametros a, 1, ug i, 5, y £ de la célula B
activa (tabla 3).
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Tabla 3 Valores de los componentes de la implementacion electrénica.

Componentes valor
kQ
R4, R7, R8, R9, R10, R12, R13, R14, R20, 10
R23, R25, R26, R27, R28, R29, R30, R37, R39
R1 1.2
R2 4.8
R3, R22 18
R5 640
R6 370
R18 6
R19 110
R21 24
R24 20.6
R38, R40 20

En la figura 12 se muestra el comportamiento de las funciones f(x), y(x) y h(x) que
tienen una salida de voltaje de entre 10 y 11 V, lo cual es aceptable para un
sistema fisico, de igual forma para las nuevas variables de estado conformadas
por las ecuaciones (6) se tienen los tres circuitos acoplados que representan el
comportamiento de la célula B activa (figura 13).

DC TRANEFER CURVES (V)

25

CC TRANSFER CURVES (V)
CC TRANSFER CURVES (V)

VINE (V) W2 (V) W2 v

a) f(x) b) y(x) ¢) h(x)
Figura 12 Comportamiento de las ecuaciones al realizar un barridoen DC de -2 a4 V.

Como se menciono en las secciones anteriores existen diferentes tipos de bursting

gue se presentan al variar los parametros # y i, de las ecuaciones propuestas por

Pernarowsky [5]. Estos parametros en el circuito se representan por los
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componentes R2, R6, R21 y R24 (figuras 6 y 8), los cuales varian dependiendo del
tipo de oscilacion que se quiera mostrar. Para que el circuito muestre el bursting
caracteristico de la célula beta (BEA) (figura 1), los componentes muestran los
siguientes parametros: R2= 4.8 kQ, R6= 370 kQ, R21= 24 kQ y R24= 20.6 kQ.

e Tveo
> 1
>
S
g
v
S
Q V@)
=
A | | | | |

0 50m 100m 150m 200m 250m 300m
TIME (s)

Figura 13 Oscilaciones eléctricas en voltaje para célula B en figura 10 bursting cuadrado.

5. Conclusiones

Se han presentado tres circuitos electronicos acoplados que describen el
comportamiento de una célula beta a partir del modelo matemético de
Pernarowsky usando amplificadores operacionales y multiplicadores anal6gicos.
Se demostré que los tres circuitos realizados son capaces de emular
correctamente la dinamica no lineal de la célula beta y que los distintos
comportamientos se pueden obtener al variar pocos parametros de los
componentes que lo describen. Los circuitos resultantes han sido implementados
utilizando dispositivos comerciales tales como amplificadores operacionales
LM741 y con multiplicadores AD633. Se demostré que mediante el empleo de

esquemas diferenciales es posible reducir el niUmero de componentes electronicos
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activos, los cuales permitieron reducir el nUmero a catorce en comparacion a otras

aproximaciones.
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