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Resumen

Un circuito serie RC consta de una resistencia conectada en serie con un
capacitor el cual es muy utilizado entre otros para en el Filtro de sefales,
regulacion del voltaje y proteger los elementos de conmutacion como el circuito
Snubber [1,2].
El objetivo de este articulo es obtener el comportamiento de un circuito serie RC
ante una respuesta escalon por medio de aproximacion polinomial, los siguientes
resultados fueron incluidos:

e Sistema Real (valores obtenidos usando un osciloscopio)

e M. convencional (Matematico)

e M. Propuesto (Numérico)

En el articulo se comparan los resultados de los tres métodos donde el modelo
matematico proviene de la transformada de Laplace y, el modelo numérico de un
ajuste numerico por medio de la interpolacién polinomial.

Palabra(s) Clave(s): Ajuste numérico, aproximacién polinomial, circuito serie RC,

constante de tiempo 1, Transformada de Laplace.
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1. Introduccién

Un circuito RC (Resistivo Capacitivo) es compuesto por una resistencia
conectada con un capacitor. Comanmente un circuito RC se utiliza filtrar sefales
ya que son capaces de dejar algunas frecuencias por lo cual es llamado pasa
bajos o pasa altos, de ahi proviene el nombre de llamar a los circuitos RC como
filtros [3].
La finalidad del articulo es mostrar que para describir el comportamiento de un
circuito serie RC ante una sefal escalon no es necesario manejar los datos
completos provenientes de pruebas de laboratorio 0, usar expresiones
provenientes de modelos algebraicos y que con una expresion polinomial basada
en los tiempos T se puede aproximar el comportamiento del sistema. Basicamente
el articulo se divide en tres partes:

e Solucion Real: Desarrollo en laboratorio.

e Soluciébn Matematica: Debido al acoplamiento capacitivo-resistivo
herramientas algebraicas pueden dar soluciéon al problema de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

e Solucién Numérica: Para el andlisis matematico se utiliza un polinomio
interpolado donde se requieren una cantidad limitada de términos. El ajuste
numérico consiste en encontrar un polinomio P(x) que describa el

comportamiento del circuito serie RC ante una sefial de entrada escaldn.

En la solucién real se utiliza un osciloscopio convencional para determinar el
tiempo de carga del capacitor dado por el término tau “t”, cuyo valor numeérico en

un sistema con entrada escalén es igual a la multiplicacién de la resistencia por la
capacitancia [4, 5,6]. Se incluye la gréafica proveniente del osciloscopio mostrando
el tiempo aproximado t.

Para el desarrollo del modelo numérico se describen los fundamentos de la
constante de tiempo T, la seleccién de puntos para construir el polinomio P(X) y, se

aborda el método numérico para cual es necesario plantear la teoria de diferencias

finitas de una funcién tabular con su polinomio de Newton.
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2. Desarrollo del Modelo Matemético

La transformada de Laplace y el método de espacios de estados son de las
herramientas mas utilizados en ingenieria para obtener representaciones del
comportamiento de los modelos de estudio [7, 8].
En la presente seccién usaremos la transformada de Laplace para determinar el

comportamiento del sistema de la figura 1.

Figura 1 Circuito serie RC.

El circuito serie RC de la figura 1, consta de un voltaje que carga de un capacitor
en el cual se ha conectado una resistencia en serie para hacer el proceso de
carga/descarga mas lento. El conmutador tiene dos posiciones las cuales se

describen en la tabla 1.

Tabla 1 Posiciones del conmutador del circuito serie RC.

Estado del interruptor Accién
S1 C inicialmente descargado
S2 C Cargando a través de |

Inicialmente se considera al conmutador en la posicion S: e inicialmente
descargado, se comienza con el proceso de carga con el interruptor en S, para
determinar el comportamiento dinamico del sistema en la resistencia es decir
(Ve (1)

Cuando el interruptor de la figura 1 pasa a S: el circuito se cierra y el voltaje en la

resistencia Vy; es variante en el tiempo debido al comportamiento de la corriente
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“i”, ademas se puede notar que la fuente se comporta como un divisor de voltaje
entre el capacitor y la resistencia. La ecuacién diferencial 1 describe el

comportamiento de la malla.

1. .
VZEJ.Idt—FRI (1)

En la ecuacion 1 se puede apreciar el divisor de voltaje de Vi(t) y ademas se

observa que la incognita a resolver es la corriente “i”. Usando el cambio al dominio

de Laplace podemos rescribir como se muestra en la ecuacion 2.

v=ijidt+Ri:>vs= g +RI, 2)
C CS

Factorizando |s se observa la ecuacion 3.

RCS+1
Vs _IS(CSJ (3)

Por lo que el comportamiento dinamico es dado por la funcién de transferencia

mostrada en la ecuacion 4.
I CS
v “lrosat (4)
V, RCS+1

Como Vs es constante podemos rescribirlo como se muestra en la ecuacion 5.

I<V
K=o )

Donde el valor K, representa la magnitud en volts de la fuente, por lo que la

funcién de transferencia esta dada por la ecuacion 6.

cs Yk |(k) 1
res+ils )[R ) g, ¢

RC
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Una manera de determinar la corriente “i” en el tiempo es aplicando la inversa de

Laplace mostrada en la ecuaciéon 7.

0 = ; Jre) _ ; ) -

Donde t=RC , finalmente las ecuaciones que describen el comportamiento del
voltaje en la resistencia y el capacitor son respectivamente mostradas en la

ecuacion 8.

~t

Ve =K, —kve(fj =k, 1—e(77tJ @)

3. Desarrollo del Modelo Numeérico

La constante de tiempo de un circuito serie RC se designa con la letra tau (1)

cuyas unidades son segundos, la cual se define como [9,10]:
7=RC 9)

Donde la resistencia R es dada en ohms, la capacitancia C en farads y el voltaje
de tau es “v; equivalente al 63.2% del voltaje de la fuente como lo muestra la

figura 2.

F———p———p——— == e

0.632 Vg /
0.368 Vo ———f--- \

- - — \\--'__
T1T2T3T4 s Ty Tr T3 T4 Ts
Tiempo (s) Tiempo (s)
a) Proceso de carga b) Proceso de descarga

Figura 2 Proceso de carga y descarga de un circuito serie RC.
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Se considera que un condensador se carga o descarga totalmente en 5 veces (1) y
gue t corresponde a 63.2% de carga o descarga de su capacidad. En la practica

nunca llega al 100 % o al 0% de su carga como puede verse en la tabla 2.

Tabla 2 Correspondencia de t con el proceso de carga y descarga de un circuito serie RC.

Tiempo ent | Cargaen % Descarga en %
1 63.2 36.8
2 86.5 13.5
3 95.0 5.0
4 98.2 1.8
5 99.3 0.7

Para determinar el polinomio de Newton primero es necesario plantear el concepto
de diferencias finitas hacia adelante. Suponga que se parte de una funcion
continua y diferenciable en el intervalo [11, 12], ecuacion 10.

X SX< Xy (20)
De la cual se conocen los puntos tabulados x como se muestra en la tabla 3. Para
nuestro estudio usaremos los puntos de la contante de t los cuales fueron

descritos en la tabla 1.

Tabla 3 Sistema discreto mostrando correspondencia con la variable t.

X y=f(x) Tiempoent | Cargaen %
X1 Y1 1 63.2
X2 Y2 2 86.5
X3 V3 = 3 95.0
X4 Ya 4 98.2
X5 Ys 5 99.3

Donde las diferencias hacia adelante se definen como se muestra en la ecuacion
11.

A'yi= Yia —Yi

11
i=123L n ()

Y el | romano indica que es la primera diferencia hacia adelante, ecuacion 12.
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A" Yi = A Yia — Al Yi

12
i=123L n-1 (2

Las diferencias hacia adelante pueden reacomodarse como muestra ecuacion 13.

Y, = yl"'AI Y1 Y, =(1+A)y,
Y=Yt 2A! Y1 +A" Y1 Y; = (1+ A)” Y1 k+l = (1+A)k Y1 (13)
Yo=Y +3A! Y1 +3A" Y1 +A" Y1 Yo = (1+A)“| Yi

Para simplificar la ecuacién 13 para yx es necesario aplicar una formula que
proporciona el desarrollo de la potencia de un binomio y, se puede realizar usando

el teorema del binomio de Newton

Binomio de Newton y teorema polinomial
El teorema del binomio (también conocido como el binomio de Newton) es un
arreglo mediante la cual se puede escribir el desarrollo de las potencias enteras

positivas de un binomio [11], ecuacion 14.

kl= (1)(2)3),...,(k —2)(k 1)k (14)

Donde el numero de combinaciones de k elementos tomados en grupos de j

elementos por cada vez viene dado por la ecuacion 15.
k k | k 1 k 11 k k
Y = 0 Y1 + 1Ay1+ 2A Y1 t+ 3A i+t K A"Y, (15)

La expresion anterior de forma recursiva se puede reescribir como ecuacion 16.
k k!
(Jj k=

Y es facil mostrar que si j=0 tenemos para cualquier k, ecuacion 17.

Kl kK, a7
0) ok-op (k)y
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Para reescribir la ecuacion y,, =(1+A)*y, en términos del binomio del Newton

observemos que desarrollando en potencias obtenemos ecuacién 18.

Y, = Y1 +A Y1
Y; = Y1+2Aly1+A“y1 (18)
18

Y= Y1 +3A' Y1 +3A" Y: + A" Y1

Ys=Y1 1t 4N it 6A" it 47" it A" Y1

Teorema Polinomial Aproximado: Cuando las diferencias de una funcion
tabulada No se hacen constantes en ningin momento, pero en la j-ésima etapa
son semejantes, se puede utilizar el polinomio con una aproximacion de la funcion
[12]. Para nuestro estudio es necesario realizar la aproximacion por medio de un

polinomio de grado 4 debido a que contamos con 5 elementos (ver tabla 3).

4. Resultados
A continuacion, mostramos los tres casos descritos:
e Modelo real usando un osciloscopio
e Modelo algebraico proveniente de la ecuaciéon 8 de la seccién 2

e Modelo propuesto usando el teorema polinomial aproximado de la

seccion 3

Solucion del Sistema Real
Para verificar el método propuesto se utilizé el circuito de la figura 3. Donde el

valor de la fuente es 5Vcd, C=330uF y R=47kQ, por lo que usando la ec. 9y la
tabla 2 se puede determinar qué r =RC ~15.15s y vV, =0.632 x5=3.16V

En la figura 4 se muestra el resultado de laboratorio usando un osciloscopio Fluke

190/C Series, los valores aproximados son: 7 ~15.6s y v. =3.12Vv ..

! El valor aproximado depende de la sensibilidad de cada equipo
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V

—
— +

Osciloscopio

Figura 3 Circuito serie RC con Osciloscopio.

Figura 4 Comportamiento del circuito serie RC usando el Osciloscopio.

Solucion del Sistema Algébrico
Se utilizé el modelo matematico de la ecuacion 8 para determinar de forma
algebraica el voltaje en el capacitor, ecuacion 19.

Ve =95 1—e(15_';5) (19)

Para comprobar los resultados se usO el sistema real, donde las graficas
obtenidas se muestran en la figura 5. Para sobreponer el modelo real se usé la
base de datos directamente del osciloscopio.
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voltaje en volts

** Modelo Matématico
**** Modelo Real q
a“ox

) 10 20

30

60 70 80 90 100

a0
tiempo en segundos

Figura 5 Comparacioén del circuito serie RC del modelo matemético y el modelo real.

En la figura 5 se observan los siguientes comportamientos:

e El modelo matematico alcanza el valor de la fuente (5vcd) mientras el

modelo real no alcanza el valor nominal

e EI valor nominal en el modelo real es alcanzado en un tiempo infinito,

mientras en el modelo matematico en 5t

e La constante de tiempo t se ubica en el mismo punto para ambos sistemas

e Los modelos se empiezan a separar a partir de la constante de tiempo t

4.3 Solucién del Sistema usando Ajuste Numérico

Los métodos numéricos son ampliamente usados en ingenieria para escribir el

comportamiento de los sistemas [13,14]. En esta seccién se usa el modelo para el

modelo numérico los cinco puntos conocidos de Tt como se muestra en la tabla 4.

Tabla 4 Puntos utilizados para determinar el modelo polinomial.

Tiempo en Tiempo | Voltaje Aproximado
multiplos de 1 (s) (V)
1 15.51 3.1606
2 31.02 4.3233
3 46.53 4.7510
4 62.04 4.9084
5 77.55 4.9663

Usando el teorema polinomal aproximado y, al tener cinco tiempos de estudio

podemos aproximar el sistema por un polinomio de grado cuatro, ecuaciéon 20.

y=F(x)=h, +bx+b,x* +b,x* +b,x* (20)

Donde (bo, b1, bz, b3 y bs) son incognitas a resolver por medio de ecuaciones 21.
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o

o

o

o o o o O

o

+15.51b,
+31.02b,
+46.53p,
+62.04b,
+77.55b,

+(15.51°b, +(15.51)°b, +(15.51)'b,
+(31.02)’b, +(31.02)’b, +(31.02)'b,
+(46.53)’b, +(46.53)’b, +(46.53)'b,
+(62.04)’b, +(62.04)’b, +(62.04)'b,
+(77.55)’b, +(77.55)’b, +(77.55)'b,

Cuyo resultado es el polinomio interpolado, ecuacion 22.

P(x) =—-2.1145x10"t* +5.3549x10°t* — 0.0052t* + 0.2404t + 0.5046

=3.1606
=4.3233
=4.7510
=4.9084
=4.9663

(21)

(22)

Para validar el polinomio de la ecuaciéon 22 se grafica el modelo matematico junto

con la soluciéon numérica como se observa en la figura 6.

45

35F

2.5F

voltaje en volts

15F

0.5
0

[~

* » » *Modelo Matématico
= = Aproximacién Polinomial |
T

10 20 30 40 50 60 70
tiempo en segundos

Figura 6 Circuito serie RC con Osciloscopio.

En la figura 6 se compara el modelo matematico con una aproximacion polinomial

de cuarto grado y, se indican los valores de t usados para formar el polinomio

P(x).

5. Discusioén

Como se observa en la ecuacion 22 los términos de 4to y 3er orden son pequefios en

comparacion con el resto de los demés coeficientes, por lo que de manera intuitiva se

podria simplificar la expresion a una ecuacién de orden 2.
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Esto hace suponer que la carga y descarga de un circuito serie RC tiene un
comportamiento de segundo grado una forma reducir el grado del polinomio podria
ser aplicando el teorema siguiente.

Teorema Polinomial Exacto: Si las j-ésimas diferencias de los puntos de una
funcion tabulada con espaciamientos constantes son iguales, entonces dichos
datos corresponden a un polinomio de grado j.

Como se observa en la tabla 5 al realizar las diferencias finitas de primer orden
hacia adelante se vuelven constantes en A! y las de segundo orden A!'son cero.
Usando el teorema para espaciamientos constantes podemos deducir que un
polinomio de grado dos deberia ser suficiente para aproximar el comportamiento

de carga de un circuito serie RC.

Tabla 5 Diferencias finitas hacia adelante.

Tiempo en t | Tiempo en segundos Al Al
1 15.51
7.755
2 31.02 0
7.755
3 46.53 0
7.755
4 62.04 0
7.755
5 77.55

6. Conclusiones

En el presente articulo se desarrolla un modelo numérico basado en los puntos
conocidos de t de un circuito serie RC con el de diferencias divididas de Newton.
Se ilustran ejemplos numéricos y se demuestra la habilidad para extraer el
comportamiento del sistema. Se comparan las soluciones algebraicas y el modelo
polinomial por medio de una expresion de cuarto grado.

Algunos temas para trabajo futuro son realizar la comparacion de los valores de
las gréficas del modelo real con la Aproximacion Polinomial, al usar los datos
reales en vez de las soluciones algebraicas en las diferencias finitas los términos
no se hacen constantes A", por lo que hace mas interesante el andlisis de

simplificacion de segundo orden.
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