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Resumen

En este trabajo se presenta la sincronizacion de redes de osciladores cadticos
usando acoplamiento a modelos. En particular, en este trabajo se limita el tipo de
redes topologia estrella. Acoplamiento a modelos es una técnica tomada de la
teoria de control no lineal y es adaptada para sincronizar no solo parejas de
sistemas complejos, sino redes en topologia estrella. Los nodos de las redes de
sistemas complejos estan propuestos como sistemas cadticos, o que permite
tener sistemas verdaderamente complejos y la propuesta aporta a la probleméatica
de sincronizacion de redes aplicada a las comunicaciones seguras.

Palabra(s) Clave(s): Acoplamiento a modelos, control no lineal, sincronizacion de

redes.

1. Introduccién

En la actualidad el término sincronia, o sincronizacién, es ampliamente usado
tanto en el lenguaje comin como también en diversas areas del conocimiento y
las ciencias, refiriéndose de forma general al fendGmeno mediante el cual dos o
mas elementos suceden al mismo tiempo, de manera pareja y equilibrada,

simultdneamente.
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El término sincronia proviene del griego ouv (syn), que significa juntos o en
conjunto y xpovog (chrénos), que significa tiempo, por lo cual puede ser entendido
como algo que sucede al mismo tiempo. La sincronia nos habla de una situacion
en la cual dos personas o dos elementos actian de manera conjunta y pareja.

La sincronia, dice Strogatz, aparece en los lugares mas inverosimiles: de las
orbitas de los satélites a los electrones, el zumbido de los grillos, la tendencia en
mujeres que viven cerca 0 que pasan mucho tiempo juntas a menstruar
aproximadamente al mismo tiempo, etc. El orden esta por todas partes y los
cientificos de diversas disciplinas estdn descubriendo constantemente nuevos
ejemplos de ello. Pero Strogatz y sus colegas afirman algo mucho mas
extraordinario: “El orden no es sélo posible, es inevitable” [1].

Antagdnicamente, se dice que el caos es un fendmeno inusual, que es irregular y
desordenado. ElI caos comunmente se asocia a una forma de ruido (un
comportamiento indeseable), sin embargo no lo es, ya que es deterministico. Asi,
una sefial cadtica es una forma intermedia entre una sefal peridédica y una sefial
estocéstica (ruido), y éste caracter intrinseco es el que dota de un gran interés de
estudio y ofrece una amplia gama de aplicaciones, como por ejemplo, en
comunicaciones seguras.

La primera evidencia aceptada del caos fisico, fue descubierta por Edward Lorenz
en 1963, cuando not6é que un conjunto de tres ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales, acopladas entre si, pueden generar trayectorias caoticas [2]. El
comportamiento cadtico observado en el tiempo no se debi6 a fuentes externas de
ruido (no las hay en las ecuaciones de Lorenz), ni a un nimero de grados de
libertad infinito (en el atractor de Lorenz solo hay tres grados de libertad), ni a la
incertidumbre asociada con mecanica cuantica (el sistema considerado es
asociado a la mecanica clasica). La fuente de la irregularidad es la propiedad de
ese atractor no lineal, de separar trayectorias inicialmente cercanas,
exponencialmente rapido en una region acotada del espacio de fase. Lorenz llamo
a esta sensible dependencia en las condiciones iniciales el efecto mariposa.

Hoy en dia son ya numerosas las aplicaciones de la sincronizacion de sistemas

cadticos en distintas ramas de la ciencia como por ejemplo comunicaciones
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seguras con esquemas tedricos o experimentales [3-6], en el estudio de
fendmenos de sistemas vivos como el Parkinson [7], encefalogramas en personas
epilépticas [8], para medir actividades cardiacas [9], en los estudios de poblacion
cambiante en colonias de animales o en la propagacion de epidemias [10], etc .
Como se ve en las referencias anteriores, los experimentos con sistemas que
operan en régimen cadtico, han obtenido, particularmente, un nuevo impulso en la
década de los 90, a partir de los trabajos de Pecora y Carroll [11]. Trabajos
recientes en sincronizacion apoyan la idea de que es realmente un tema muy
actual [12-16].

Sincronizar sistemas con dindmicas complejas como los sistemas cadticos, es
decir, hacer que coincidan en tiempo y forma con alguna dinamica de interés ha
generado diversas lineas de investigacion, principalmente por el gran potencial de
aplicaciones que tiene en el area de comunicaciones seguras, asi como en el
desarrollo de la teoria del caos.

Los osciladores cadticos pueden ser una herramienta de gran utilidad para
estudiar una gran variedad de procesos, actuando como complemento entre el
experimento en si y la simulacion numérica por computadora. Entre las ventajas
gue ofrece la simulacion se encuentran tanto el alto grado de desarrollo de
componentes electrénicos como el bajo coste (en general) de dispositivos.

Como se mencion6 anteriormente, son ya muchos los trabajos que han contribuido
al estudio de la sincronizacion de los sistemas cadticos usando control, tanto
acoplamiento de sistemas idénticos [17], asi como no idénticos [18]. Sin embargo
la mayoria de estos trabajos no contemplan que tal vez no todos los estados del
sistema estén disponibles para modelar la ley de control.

De lo anterior, es que surge una de las principales motivaciones del presente
trabajo por estudiar la sincronizacion de osciladores cadticos, tanto continuos
como discretos con la intencion de contribuir a la solucion de este problema,
empleando como metodologia de trabajo, herramientas matematicas conocidas y
tomadas de la teoria de control no lineal, como son el acoplamiento a modelos y
observadores, las cuales, presenta algunas ventajas con relacion a otras

metodologias de sincronizacion.
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2. Desarrollo de la propuesta

Considere el sistema caédtico de Chen, dado por el conjunto de ecuaciones
diferenciales acopladas 1, 2y 3.

X1 = (X7 —%1) (1)
Xy = (8 — 6 )xy — 133 + 0, (2
X3 = X1X%; — X3 3)
Con parametros:
& = 35, & = 285, B =3 (4)

Las ecuaciones del oscilador se pueden reescribir afladiendo una entrada de
control u{t), de tal forma que el grado relativo del sistema sea »=3 como se
muestra en la ecuacion 2y 3.

Sea el oscilador P la planta, y & el modelo, cuyos pardmetros son idénticos,
ecuaciones 5y 6.

.'fl '91(12 _xl} 0
P 21 = (ﬁz_ei)xi_xix3+ﬂzxz + |0 u
:fﬂ xlxz - 831-'3 1
=% )
If5'1'(3'51%42 Xag1) 0
xME = ({82 — &4 JXpr1 — XppaXpga + G2 Xaga |+ |0 Upg
j‘511.413'%'.42 3 % 3 1
= X1 6)

Se desea disefiar una ley de control por realimentacion para la planta P, tal que,
independientemente de las condiciones iniciales de Py M, obligue a la salida yy{t)
a converger asintéticamente con la salida y{t).

El problema de acoplamiento a modelos (figura 1) se puede reducir al problema de
desacoplar la salida de un sistema auxiliar £ de la entrada uu(t). Para este

propdsito el sistema auxiliar es definido con ecuacién 7.
de . -
E{ s = felxp)+ Glapiu+ Galxguy

Vg = hglxg) (7)
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Modelo Planta
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T;?= Ve =YV =Vu

Figura 1 Esquema de sincronizacion por medio de Acoplamiento a Modelos.

Con los estados xg = (x, xp )7 € Ry entradas wit) y uy(t).

Donde:
s = J) st = (507
)=, 0 ) el = R~ bt (®)

Para ello iniciaremos realizando el cambio de coordenadas, por ejemplo para P:
0
Lix)=[1L 0o ol|o]=0
1

'91{352_351:'
Leklx) =01 0 0] [(8; — €y —xax3 + Gz | = B (xp — xy)
X% — g
dl:h
f—mz [-8, & O
ax

]
0

LLh(x) =[-8 & 0 H:r:u
1

. 6r1'13172 _3'71:'
Lethix)=[—& & 0][(8 — & e — x5 + &,
XXz — gy

= = (o, — 2y ) + & ({8, — B Jocy — 23705 + By x5)
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8Ls " hix)

Fra (B8 —xq) S(fh —&) —Gx]=[(Fh —xq) (F—F) —x4]

]
LI hi(x) = (8108 —x3) (& —&) -] [Dl = —8,%,
1

By (7 — xy)
LPnix)= (B0 —x3) (6 —&) —Gx]|(8 — & )ry — i3 + B,
X% — %3

= '91'('9'2 _1-'3]"91':1-'2 _-'1-'1:'+ '91('92 - '91:'[{'92 - '91:'-1'1_-751-"53 + '92-752]
— G151 [%1% — B3]

= 31[(32 —xg)ky + {8z — 8y )%z —xy(xy7, ﬁzxaj'j'

Obteniendo finalmente P expresado en nuevas coordenadas,
Z = hix)=x
Zy = Lyhix) = & (x; — xq)

g = szh(x) = —8 (x5 — x0) + ({8, — 8y )xy — x93 + B 25)

Debido a que en el sistema axilar E, la salida esta definida como
e(t) = yelt) = hglag) = Rlx) — Ry )

Y teniendo en cuenta que tanto P como M son sistemas idénticos, el cambio de
coordenadas para M seria de forma similar al cambio en P. El sistema axilar £
expresado en nuevas coordenadas queda de la siguiente manera:
01 = X1~ Xana
g = y{xs — 2] — & gy — 2pr1)

ts = —'912':x2 —xy)+ '91[':32 — & )%y — XX + '92352:""'912(3511{2 — 1) — (8 —
— Xp1pgn + G2 Xpgz)

Donde u esté definido como

1

3 3 2
W= W(v — L R+ Lypg ™ PpgCong )+ Lgng Lsng " Ropg U200 g )

Sustituyendo,
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1
U= —E - |:‘1F'— E1|:KE1_-1:3:I-1.:1 + (EE_ 51_'].1'11— .1!1(_121_121 - E_’r-t:j.:ljl
11

51“51_-‘&3 Dty + (83— By Vg — 2wy (g ey — E_’,-*m.:':' — 0 ytay iy )

Siendo 1, definido como

= —Cg=—cp0y — €10 — €23

Eligiendo los polos en -3, obtenemos € = (27 27 2.

La ley de control tiene una restriccion debié a que el termino L L, k{x) depende de

uno de los estados del sistema, por lo cual en algiin momento, cuando el estado

= =0, Se indeterminada la ley de control.

Para intentar solucionar lo anterior plantearemos un cambio en la manera en que

se elige la entrada a los osciladores caoticos, de tal forma que el grado relativo del

sistema sear =2

Sea el oscilador P la planta, y A7 el modelo, cuyos parametros son idénticos,

Xy l5"1'(-'352 _xl} 1]
P g = (32—31)x1—x1x3+32x2 + 1lu
xﬂ xlxz —_ 831-'3 .0
31(3'5,1{2 le:' 0
[xMEI (B — 8 JXp1 — XppaXga + FaXpgz |+ [ 1] upg
j‘511.413'%'.42 3 X pr3 0

= Xam1

Cambiando de coordinadas el sistema:
0
Lhlx)=[1 0 0] H =0
8]

th(xp — %1
Leh(x) =1 0 0] [(8z — & Jory — x50 + @0z | = B (0 — x4)
xlxz_ 331-3
LA
x

]
BoLoh(x) = [0, & 0] H:eﬁeo
]
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5 B (27 — %)
Lehix) =1 & O1|(8 — & )% — %123+ &%z
X% — f3%5

= =8 (; — 20y )+ & ({8, — & Jory — 23705 + ;)

De tal modo que nos queda,
Zy =gy = R(x) = x4

23 =@, = Lehlx) = & (x; — xq)

Y buscaremos una funcion para g3 tal que:

Se propone 3 = x3, lo cual satisface la condicion anterior. Esta y las dos funciones

anteriores definen la transformacion de coordenadas del sistema, cuya matriz

1 0 0
% & 0

Q a1

jacobina esta dada por:

La cual es no singular e invertible.

Teniendo en cuenta que tanto P como M son sistemas idénticos, el cambio de
coordenadas para Mseria de forma similar al cambio en P. El sistema axilar &
expresado en nuevas coordenadas queda de la siguiente manera:
01 = X1~ Xana
g = th{xs — 2] — & g — 2pe1)

Ca = X3~ Xp3

Donde u esté definido como

1

LT

szh(i'f:' + LszhM(xM) + Lo Lpaaias (0 Jipg )
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Sustituyendo,
1 2 2
= 3—1(1:'*- 17y —xq)— By ((32 — Gy)xy — xyxz + '5'2sz - &7 (xp —xq)

+ 81 (82 — 811003 — %1505 + B3] + B,

Siendo 1, definido como

v=—Cg=—y0 — €10 — £203
Eligiendo los polos en -3, obtenemos € = (27 27 o).
La ley de control ya no tiene la restriccion debio a que el termino L,L;k{x} ya no

depende de ningun estado del sistema.

Finalmente, analizaremos la dinamica interna del sistema (dinamica cero).

L =X X1=5
_ z z
Zo =B (x,— xq) _E3 _Z3
2 =thixy—x xg——+xl—€—+21
& 1
Z3 = X3
X3 = i3

Quedando expresado el sistema en nuevas coordenadas,

£y = I3

. Z7
£3 = 6'1 [{'92 _31)21 — Z21&q +|9'2 (3_14'2.'1) +‘L[—Zz

=
ég = 21(_2+Zl) - EHZH
1

Con z; = z; = 0 nos queda,

23 = —fhzg

Considerando el sistema auxiliar, nos queda que la dinamica cero del sistema
auxiliar esta gobernada por

¢3 = —fhzZa+ iz

¢3 = —(23 — Zya)

¢z =—03¢3
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La cual es asintdoticamente estable.

Solucién:
t3 = —fl3¢3
o
f = —Hl303
i
B4 _ f—agd:
03
In{cs) = —83t
£3 g |ED
qSl;gj =e ﬂHE|!;1

Se realizaron simulaciones para comprobar que la ley de control logra sincronizar

ambos osciladores caéticos partiendo de las siguientes condiciones iniciales:

x1=3, 1:2:1_. x3=6, .'I.'_|I|..f:|_=5J .'I.'Mz:BJ IM:;:].

De un tiempo inicial £, = 0 a un tiempo final £; = 10, figuras 2, 3, 4 y 5.

0
20 4o 4D

Figura 2 Vista 3D de los osciladores caoticos.

30

ob

30 L I L I I L
-30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figura 3 Trazo de los estados x1 vs x1m.
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States 1 and x1m

0
]
0=
40 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 g ] 10
States x2 and x2m
A0
0
0]
0=
40 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 g ] 10
States %3 and ¥3m
80—
B0 —
40
0
0 | | | | | | | | | |
] 1 2 3 4 5 B 7 a 9 10

Figura 4 Sefiales temporales en la sincronizacion de dos sistemas de Chen.

# Error
10~
25
=
=
£ of
5 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 ] 9 10
Time (sec)
y Errar
10~
g 5-
=
H
< 0F
5 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 ] 9 10
Time (sec)
z Error
20
o
<
2 10
=
£
<o
-0 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 a El 10
Time (sec)

Figura 5 Sefiales error sincronizacion, tres estados en sincronizacion, dos sistemas Chen.

Sincronizacion de redes de sistemas complejos
Desde el punto de vista matematico, una red puede ser representada por un
grafo. En donde dos nodos (vértices o puntos) unidos por una conexién (aristas o
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lineas) son llamados nodos adyacentes o vecinos. Algunas de las caracteristicas
mas destacables que presentan los sistemas complejos son:
e Estan compuestos de muchas partes que interacttan entre si (nodos).
e Cada parte tiene estructura interna propia y esta encargada de una tarea
especifica.

La topologia o acoplamiento es la disposicion o la forma en que estan conectados
los nodos de una red, mientras que la configuracién es el tipo de conexion que

determina el flujo de informacion entre nodos, figura 6.

Figura 6 Configuracion unidireccional (Maestro-esclavo). (b) Configuracion bidireccional.

La matriz de acoplamiento 4 = (a;;) & EY*M representa el acoplamiento de la red.
Si existe una conexion entre el nodo i y el nodo j entonces el elemento «;; = 1 en

caso contrario &;; = 0. Los elementos de la diagonal 4 estan definidos como:

N N
i = § iy = — § £,
J=1.7=i F=1g =i

parai=1,2,...,N

Tomando en cuenta estas definiciones tomadas de la teoria de grafos, asi como
haciendo algunas adecuaciones, podemos formular una ley generalizada que nos

permita sincronizar redes complejas de N sistemas utilizando el esquema de

Acoplamiento a Modelos, y adaptando a nuestro esquema en particular la matriz
de acoplamiento, tomando en cuenta que el esquema de Acoplamiento a Modelos

impone las siguientes restricciones:
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e EIl acoplamiento solo puede ser de tipo unidireccional, ya que el esquema
de Acoplamiento a Modelos requiere una configuracion Maestro-Esclavo.
e Un nodo (o sistema caético) solo puede estar acoplado a un maestro.

Aunqgue un maestro lo puede ser para varios nodos.

3. Resultados en sincronizaciéon de redes de sistemas complejos

Considere una red compuesta por 5 osciladores caoéticos de Réssler, con grado

Xz — i3 0]
[2 Xi1 + X2 + |0 e
I::{:‘3'-:5{3'-:1 F'j 1

Fi— X2

relativo r=3.

Donde E; son los sistemas caoticos de Rossler, parai =1,2... 5.

Podemos ahora considerar la ley de control #; que se mostré en la seccién previa,

)
= E g[.j.u[.j.

=1

como sigue:

O también como:,

Uy = AUy AUyt Ay

Uy = QU T BppUyy + 00+ Qo lay

Up = Gy Uy T Gpralbyn + 0+ Ay Uy
Donde:
Uy = m (Vi — L"h(X,) + L"h(X;) + Ly Ly (X)) + i)

Ahora, consideremos la siguiente topologia estrella de acoplamiento para los 5
osciladores idénticos de Rdssler, mostrada en la figura 7, donde el nodo nimero 1
es el maestro para el resto de los nodos, y cuya matriz de acoplamiento 4 que

representa dicha topologia esta definida como:
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T

I
| e = =]
o I e T o T o R o
o I e T o T o R o
o I e T o T o R o
Lo T o S o S R ]

Figura 7 Topologia estrella de acoplamiento 5 sistemas Rodssler.

Las 5 leyes de control resultantes para cada sistema quedan como:

gy =10
Uy = Uy = m[?ﬁ — L, "h(X,) + L () + DL (X)) # g
Uy = Uy = m[vﬂ — L, h(Xy) + LX) + DL (X)) # )
Uy =y, = m[n{u — L"h({X) + L, h(X )+ LL7 T h(X ) * dy )
Ug = u L (Voo —L,7h(Xe)+ L7R(X) + L L7 thiX,) * iy )

51 -
L,L” X

Y considerando la sefial externa £, = 0, figuras 8 y 9.

Amplitude

|
5 10 15 20 25 0
Tirme (se)

Figura 8 Sincronizacion red compuesta 5 osciladores de Rossler, acoplamiento estrella.
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10 10
] ]
[} [}
[} m
= =
-10 1 -10
=20 =20
=20 -10 ] 10 20 =20 -10 0 10 20
#12 #12
10 10
] ]
[} [}
= L
= =
-10 1 -10
=20 -20
=20 -10 ] 10 20 =20 -10 0 10 20
®12 ®12

Figura 9 Sincronizacion de las salidas x5 Y &4, fori = 2,3,4, 5.

4. Conclusiones

En este trabajo se presenta la sincronizacion de osciladores caoéticos usando
acoplamiento a modelos. Primero se traté el tema para una pareja de osciladores
cadticos y posteriormente se extendié a una red de cinco osciladores en topologia
estrella. Se puede observar que la técnica de Acoplamiento a Modelos es
totalmente sistematica. Es decir, la técnica se puede seguir paso a paso y se
puede adaptar a la sincronizacion de redes de osciladores cadticos.

En algunos casos, la ley de control puede contener denominadores que dependan
de alguno de los estados, siendo esto una restriccion, debido a que en algun
momento este puede indeterminar la ley de control, cuando el estado fuera igual a
cero. Una solucion puede ser adecuar las condiciones iniciales y alcanzar
sincronia antes que el estado sea igual a cero, mediante ganancias muy grandes
en el sistema auxiliar, lo cual es poco conveniente. En este trabajo se optd por
elegir un grado relativo menor, con lo que la restriccion se elimind. Elegir un grado
relativo menor implica generar dinamicas cero, pero se presentd el andlisis de
estabilidad de dichas dindAmicas. Se obtuvo una expresion generalizada de la ley
de control que nos permite sincronizar una red compleja, utilizando Acoplamiento

a Modelos y basandonos en conceptos tomados de la teoria de grafos. Ademas,
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se realizaron simulaciones numéricas considerando diferentes topologias de

acoplamiento, incluyendo en algunos casos acoplamiento bidireccional.
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