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Resumen

Se presenta un sistema memresistivo controlado por corriente, con solo tres
dispositivos, un inductor, un capacitor y un memresistor emulado por elementos activos.
Se muestra el circuito asi como su implementacion fisica y se observa la existencia de
un atractor caodtico para ciertos valores de parametros comportandose como un
oscilador no lineal. EI memresistor es caracterizado eléctricamente y se presentan

comparaciones tedrico-experimentales del circuito.

Palabra(s) Clave(s): atractor, caos, circuito electronico, memresistor.
1. Introduccioén

En teoria de circuitos, existen 4 variables fundamentales, conocidas como la corriente i,
el voltajev, la carga q y el flujo ¢. Existen 6 posibles combinaciones de dichas

variables, las cualessoni —v,i—q,i— @, v—qv—@ Yy q— .

Dos de estas relaciones muy conocidas son [1]

a(t) = f i(0)dr (1)

— 00

o(t) = f v(@)de @

Las cuales relacionan corriente-carga (1) y voltaje-flujo (2)
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Por definicion axiomatica los 3 dispositivos basicos de circuitos eléctricos son:
El resistor, definido por la relacion de corriente-voltaje donde R es llamada resistencia.

dv = Rdi (3)

El inductor, definido por la relacién de corriente-flujo donde L es llamada inductancia.

do = Ldi (4)

El capacitor, definido por la relaciéon de voltaje-carga donde C es llamada capacitancia.

dq = Cdv (5)
En [2], por completitud se postula la existencia de un cuarto elemento basico
caracterizado por la relacion ¢ —q . Dicho elemento se llamé memresistor debido a

que, como se mostrara después, se comporta como un resistor no lineal con memoria.

El memresistor se define por la relacion ¢ —q donde M es llamada memresistencia.

Esto se puede resumir como se muestra en la Fig. 1.

dp = Mdq (6)
3
Resistor a2 Capacitor
dv = Rdi - dg = Cdv
o0
dg = idt q
Inductor Memristor
dp = Ldi dip = Mdg
Memristive systems

Fig. 1. Relaciones entre variables eléctricas fundamentales (perimetro) y dispositivos
basicos pasivo (recuadros). (Imagen obtenida de [3]).
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En [2] el memristor se define por una relacion f (¢, g), donde dicha funciéon debe cumplir

con las propiedades de continuidad, cruce por cero y monotdnicamente creciente.

El simbolo y un ejemplo de la relacion ¢ — g en un memresistor se presentan en la Fig.
2.

9

!
—
+
|
—

P

Fig. 2. Simbolo del memristor y curva carga-flujo. (Imagen obtenida de [2]).

De la relacion (6) se obtiene M(q)=(de(q))/dq que es llamada memresistencia.

Derivando la relacion (2) se obtiene

v(e) =22 ©)
dod
v(t) = %d—i’ (7)

Derivando la relacion (1) se obtiene

i(t) = Z—Z (8)

Sustituyendo (8) y M(q) en (7) se obtiene el voltaje a través del memristor dado por:

v(t) = M(q(@®)i(t) (9)

Procediendo de manera similar la corriente del memristor esta dada por:

i(®) =W(e®)v() (10)

Pistas Educativas Ao XXXVI - ISSN 1405-1249
Certificado de Licitud de Titulo 6216; Certificado de Licitud de Contenido 4777; Expediente de Reserva 6 98 92

~283~


Antonio Lara
Sello


Pistas Educativas, No. 112, Noviembre 2015. México, Instituto Tecnolégico de Celaya.

Donde W(p) = d‘;—f;” es llamada memconductancia

Se dice que el memresistor esta controlado por carga si la relacidon puede ser
expresada por una funcién univaluada ¢ = ¢(q) de la carga q. Esta controlado por flujo

si ésta relacion puede ser expresada como una funcioén univaluada g = q(¢) del flujo.

Observe que, el valor de la memresistencia (memconductancia) a cualquier tiempo t,
depende de la integral de la corriente (voltaje) del memristor desde t = — a t = t,.
Entonces, mientras el memresistor se comporta como un resistor ordinario a un instante
de tiempo t,, su resistencia (conductancia) depende completamente de la historia
pasada de la corriente (voltaje) del memristor. Esta observacion justifica la eleccién del

nombre de memresistor.

En el caso especial donde la curva ¢ — g es una linea recta, se obtiene que M(q) =Ry

el memresistor es reducido a un resistor lineal invariante en tiempo.

Por otro lado, un sistema memresistivo [4] de orden n esta descrito por:

Vy(t) = M(x,i,t)i(t) (11)
x = f(x,i,t) (12)

Donde x es un vector que representa las n variables de estado, V), (t) y i(t) denotan el

voltaje y corriente a través del dispositivo y M es la memresistencia.

Fue hasta el 2008 que se publico el desarrollo de HP de un memresistor de estado
solido [3] el cual se observa en la Fig. 3, donde una capa de didxido de Titanio (TiO2) y
una capa de dioxido de Titanio pobre en oxigeno (TiO2-X) son insertadas entre dos
electrodos de platino. EI TiO2 puro es de alta resistividad mientras que las vacancias de

oxigeno hacen al TiO2-X conductivo.

Cuando la corriente fluye en una direccién a través del dispositivo, la frontera entre
ambos materiales se mueve, causando un incremento en el porcentaje de

conductividad de la capa TiO2-X; como resultado la resistencia del dispositivo decrece.

Pistas Educativas Ao XXXVI - ISSN 1405-1249
Certificado de Licitud de Titulo 6216; Certificado de Licitud de Contenido 4777; Expediente de Reserva 6 98 92

~284~



Pistas Educativas, No. 112, Noviembre 2015. México, Instituto Tecnolégico de Celaya.

Cuando la corriente fluye en sentido opuesto, la cantidad de TiO2 incrementa y por lo
tanto la resistencia también lo hace. Cuando la corriente se detiene, las vacancias de
oxigeno dejan de moverse Yy el dispositivo mantiene su ultimo valor de resistencia, en
este caso, la frontera entre ambas capas permanece estatica; en otras palabras, el

memristor de HP “recuerda” cuanta corriente paso a través de él.

Fig. 3. Esquema del memristor encontrado por HP (imagen obtenida de [3]).

El modelo matematico del memristor de HP se encuentra dado por

v(o) = (RON 2+ Rore(1- Q)) ©) (13)
dwdit) RON i) (14)

De donde
o) = 1, "2 (1) (15)

Sustituyendo las ecuaciones se obtiene la memresistencia del sistema para Roy < Rorr

M@ = Rore (1 - 2522 41)) (16)

Donde pu, es el promedio de movilidad de iones, w(t) es el espesor dependiente de
tiempo de la capa de TiO2-X, D es el espesor total de la capa, R,y €s la resistencia del

dispositivo cuando w(t) = D y Rypr €s la resistencia del dispositivo cuando w(t) = 0.

El lazo de histéresis caracteristico del nanodispositivo de HP se observa en la Fig. 4,
donde para bajas frecuencias aparece el lazo pinchado de histéresis mientras que para

altas frecuencias el comportamiento es lineal.
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Fig. 4. Lazo de histéresis del memristor HP (imagen obtenida de [3]).

2. Desarrollo

C

|
J/ + Ve -
i(t) +

L vm M

Fig. 5. Circuito memresistivo de 3 dispositivos.

El circuito cadtico mas simple en término del numero de elementos era el circuito de
cuatro dispositivos planteado por Chua y Barboza [5]. El circuito propuesto en [6] y en
cual esta basado el presente trabajo se muestra en Fig. 5, se reduce el numero de
dispositivos a solo 3 y tiene unicamente un elemento localmente activo el cual es

el memresistor.

El sistema esta descrito por:

Vu () = B(z* — Di(t) (17)
z=i(t)—az—i(t)z (18)
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Se observa que el sistema no es el memresistor ideal candnico de [2], es un sistema
memresistivo descrito como en [4]. La funcién de memresistencia R(z) = f(z? — 1) se

observa en la Fig. 6 donde la funcion cruza el eje vertical en —1.7.

R(z)

-2 4
| 1 | I 1 I 1 ! 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Fig. 6. Funcion de memresistencia del sistema memresistivo (17) y (18).

Para obtener las ecuaciones del sistema memresistivo, se toman como variables de

estado el voltaje en el capacitor, la corriente en el inductor y el estado interno del

sistema
x(t) £ ve(t) (19)
y(@) £i() =i, (20)
z(t) £ estado interno del sistema (21)

De la relacion del capacitor (5) se obtiene la ecuacion

dt C
Aplicando la ley de voltaje de Kirchhoff alrededor de la malla, simplificando y usando las

de (t) _ @ (22)

relaciones del inductor, capacitor y memristor, se obtiene finalmente (25).

v+ ve = vy (23)
2y — v (24)
% = == (B — 1)i(t) + vc) (25)

Se define la ecuacion diferencial que gobierna el estado interno del memresistor como:
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z2—y—az+yz (26)

Por lo que las ecuaciones del sistema en términos de variables de estado son:

x:% (27)
y=—7(x+B(z2 - 1y) (28)
Z=—-y—az+yz (29)

Con los valores de parametros C =1, L =3, 8 = % a = 0.6 se observa que el sistema

presenta caos.

Para la implementacion fisica del circuito, se obtiene el primer estado de la relacion

entre el capacitor y la corriente.

dve i
9t G, (30)

Para medir la corriente que fluye a través del circuito se utiliza una resistencia R para
transformar la corriente que pasa por la resistencia en voltaje. Se escoge R, = 100Q y
se conecta a un amplificador de diferencia, por lo que la corriente (34) vista en voltaje

esta dada por (34).

Vo = Rs(iL)s (31)
Rs1 .

vo = Ry (- 721) (32)

Vo = _IsiL (33)

I, = RS% (34)

Con lo cual se tiene la corriente escalada un factor I y transformada al voltaje v, y el

circuito se aprecia en la Fig. 7.
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Fig. 7. Esquema para obtener la corriente del circuito.

Para realizar la funcién del memristor R(z) se requiere obtener la representacion fisica
de (28), para lo cual se utilizan multiplicadores analdgicos cuya salida se pretende sea

_szo

De la hoja de datos del AD633N [7] se obtiene la funcidn de transferencia del dispositivo

XXM —-Y) (35)
W= 10V +z

Para cancelar el factor interno de multiplicacion se utilizan las resistencias y
potenciometros conectados a los pines W y Z como se observa en el circuito de la Fig.
8.

Del amplificador sumador inversor la salida esta dada por.

1 1
Uy = _ﬂSkpot (R_G Vo + R_S (_sz0)> (36)
Sustituyendo (33) en (36).
1 1
Uy = _.BSkpot <_ R_61$iL + R_S (ZzlsiL)> (37)
1 1
Uy = —Pskpotls (R_5Z2 - R_6> ) (38)
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Fig. 8. Esquema de la funcién del memresistor.

Para obtener la segunda ecuacion de estado se aplica la ley de Kirchhoff de voltaje

v+ v =vs+ vy (39)
Sustituyendo (38) y la definicion de voltaje en el inductor obtenemos.

di, 1 _ 1, 1y,
Frin (Vc + Rgip, + Bskpotls (R—SZ — R_6> lL) (40)

Para obtener la ecuaciéon diferencial del estado interno del memresistor se utiliza un

amplificador sumador integrador como se muestra en la Fig. 9 cuya salida es (42):

AR z dz

T “1
a b 10kpot

dz _ _ Zyg Vo z

dt CfRq CfRp Criokpot (42)

Sustituyendo (33) en (42)

dz . ZISiL ISiL Z (43)
dt  CsR; CfRp CrQiokpot
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Fig. 9. Esquema de la tercera variable de estado.
x(1) = ve (0) (44)
y(©) = L (t) (45)
z(t) = z(t) (46)

Aplicando (44), (45) y (46) a (30), (40) y (43) cont 2 T,t = 10°t e I; 2 10000, puede
verse que la corriente esta escalada cientos de microamperios y decenas de
microsegundos.

Si R = 1kQ Ry = 1kQ B=222 R = 100Q R, = 1kQ R, = 1kQ C; = 10nF I, = 10000
1kQ f

T, = 10° se pueden simplificar las ecuaciones

dx_y (47)
dt C
dy 1 2
= —z(x+ﬁ(z — 1)y +0.1y) (48)
gz—y—az+yz (49)

dt

Para obtener los valores de las ecuaciones obtenidas con anterioridad se calculan los

valores del capacitor y el inductor

C, = — = 1nF (50)

L, === 300mH (51)

Para medir el voltaje del capacitor se disefia otro amplificador de diferencia con todas

las resistencias de 1MQ).
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El esquema del circuito completo se aprecia en la Fig. 10.

C
|
1

Fig. 10. Esquema del circuito caético.

3. Resultados

El sistema memresistivo con los valores presentados con anterioridad presenta
atractores caodticos como se observa en la Fig. 11 en la cual se grafica el voltaje del
capacitor y la corriente del circuito y la Fig. 12 donde se grafico el voltaje del capacitor y
el tercer estado del sistema, las simulaciones fueron realizadas en Matlab con
condiciones iniciales de (0.01, 0.01, 0.01).
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Fig. 12. Atractor caético variables x-z.

Para caracterizar el memresistor se obtiene la funcién de memresistencia R(z), para
obtenerla se hace vy =1V con lo cual vy = R(z). Después se utiliza una sefal
triangular de 1 kHz 1V pico-a-pico como entrada a z de la Fig. 10. Se grafica el voltaje
en el memristor vy, contra z(t) para obtener la curva experimental de memresistencia

que aparece en la Fig. 13.
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CHi ”
Fig. 13. Funciéon de memresistencia experimental. La escala del eje horizontal es de

0.5V/divisién, la escala del eje vertical es de 2V/division. La curva experimental cruza el
eje horizontal en =-2.6V, la curva teérica cruza en =-1.7V como se aprecia en la Fig. 6.
La Fig. 14 y la Fig. 15 son comparativas entre la simulacion del sistema en MatLab y la
sefal obtenida en el osciloscopio del circuito cadtico que se implementd, tanto para los

estados x-y como para x-z

FaMN|

Interpolaci

Persistenci

Formato

Constrastel
ars

CHT 00y tHS 100V XY Mode
15-May-15 10:17

Fig. 14. Comparativa entre atractor teérico y experimental variables x-y. La escala de los
ejes en la senal experimental es de 1V/divisién. El eje horizontal experimental es Vc
(voltaje en el capacitor), el eje vertical es i. (corriente en el inductor escalada y
transformada a voltaje).
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Fig. 15.Comparativa entre atractor teérico y experimental variables x-z. La escala de los
ejes en la senal experimental es de 1V/divisién. El eje horizontal experimental es Vc
(voltaje en el capacitor), el eje vertical es z (estado interno del memristor).

Debido a que el sistema es cadtico presenta ciclos de todos los periodos y si se toma 3
como el parametro de bifurcacion, puede ser ajustado para obtener distintas respuestas

al sistema como en el caso de la Fig. 16 con f~1.3 donde presenta un ciclo de periodo

PANTALLA
Interpolacicn

Persistenci ; e Persistencia
S

Formato . ¢ : Formato

Constrastel
G

- - BN T e
2y con 3~1.2 se presenta un ciclo limite de periodo 1.

Fig. 16. Ciclo limite periodo 1 y periodo 2 de la implementacion fisica del sistema. La
escala de los ejes es de 1V/division.

La respuesta en tiempo del voltaje en el capacitor y la corriente del circuito son

mostradas en la Fig. 17.
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M Pos: 0.000s

inductor en el canal 2 del osciloscopio. La escala de los ejes es de 2V/division.

Evidencia de caos

Valor B Exponentes de Lyapunov
1.2 0, -0.003, -0.429
1.3 0, 0.012,-0.418
1.7 0.029, 0, -0.17

Tabla 1. Exponentes de Lyapunov para distintos valores de .

En Tabla 1 se pueden observar los exponentes de Lyapunov del sistema obtenidos por
el algoritmo de Wolf [8] para valores distintos del parametro de bifurcacion B, dichos
exponentes miden el grado de divergencia de las trayectorias cercanas. Para un valor
del parametro de 1.7, donde se presentan atractores, se tiene que la suma de los
exponentes es negativa, aun cuando un exponente es positivo por lo que

cuantitativamente se evidencia la presencia de caos en el sistema.

En el diagrama de bifurcaciones es posible observar que aparece una cascada de
doblamiento de periodo lo que se dice que es una ruta al caos. Mientras que para
determinar la presencia de caos es necesario una prueba matematica formal como la

que se da en [9] y que es especifica para este sistema.

El circuito implementado en protoboard se aprecia en la Fig. 18 en donde se armo el
circuito de acuerdo a lo que aparece en la Fig. 10 con multiplicadores analdgicos
AD633JN, amplificadores operacionales TL084, capacitores ceramicos, resistencias con

tolerancia de 10% y el inductor fabricado de 330mH.
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Fig. 18. Implementacion del circuito caético memresistivo.

4. Discusion

Noétese que el circuito no es un memresistor ideal ni una emulacién de él, lo que se
presenta es un sistema memresistivo definido por las ecuaciones (17) y (18) para hacer
posible la obtencién de una unica malla de circuito con tres variables de estado

independientes.

Como se demuestra en [10] se necesitan tres variables de estado para que un sistema
autonomo continuo en el tiempo sea cadtico por lo que se ocupa la variable del estado

interno del memristor como el tercer estado.

Es importante observar que el circuito presentado no es una computadora analdgica, en
la cual se obtienen las ecuaciones directamente mediante operaciones realizadas con
amplificadores operacionales, es decir, una representacion directa de las variables de
estado. Por otra parte, en el presente circuito los dispositivos activos solo sirven para
emular el memristor, los estados de las variables eléctricas son obtenidos por las

relaciones entre ellas.

La seleccion de la funcidn memresistiva R(z) y el tercer estado, son elegidos para
observar la presencia de caos, por lo que es posible elegir cualquier otra funcién y

estado.
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El emulador de memresistor que se utiliza tampoco es general, otro emulador que

elimina la resistencia que se utiliza como sensor de corriente puede verse en [11].

Desde el primer circuito cadtico de Chua [12] las contribuciones a la electrénica no
lineal y en particular a la generacién de caos en circuitos han ido en aumento, prueba
de ello son la diversidad de circuitos cadticos [5, 12, 13, 14] y mas aun los sistemas
memresistivos caodticos [15, 16, 17] y osciladores con memristores [18] lo que manifiesta
la tendencia y la relevancia de disefiar e implementar circuitos con dichas

caracteristicas.
5. Conclusiones

La importancia reciente y la relevancia del memresistor desde su descripcion fisica por
HP, permite la apertura del panorama de investigacion en una diversidad de tematicas
relacionadas tanto con las aplicaciones como con los cambios que podria traer la

implementacion de estos dispositivos en la tecnologia actual.

Dentro de este ambito también aparecen las ventajas junto con las aplicaciones, de los
circuitos no lineales y en particular de la generacion de caos ya que los circuitos
cadticos pueden ser utilizados como osciladores no lineales y las areas de desarrollo
son telecomunicaciones, encriptado, comunicacion segura, generacion de numeros
aleatorios, entre otros. Por lo que tener un circuito que presenta caos con solo 3
dispositivos y en un tamafno reducido hace viable la incorporacion de estos en mas

ambitos y con mayor diversidad de aplicaciones.

Ahora dado que la seleccion de las funciones fue arbitraria y en la actualidad no es
posible encontrar comercialmente un memresistor, sera necesario ajustar
posteriormente las caracteristicas del circuito al dispositivo fisico para que siga
presentando caos o la obtencidon de un modelo de sistema cadtico que represente el

dispositivo encontrado por HP.
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