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Resumen

Los sistemas subactuados pendulares constituyen plataformas experimentales
completas e interesante en la ingenieria de control no lineal, el entendimiento de
este tipo de sistemas facilita el analisis y disefio de controladores de sistemas mas
complejos basados en sistemas pendulares subactuados. En este articulo se
presenta un robot de dos grados de libertad (2GDL) del tipo subactuado,
denominado péndulo axial, del cual no se encontr6 su modelo dinamico en la
literatura consultada. Para el estudio del péndulo axial, se realiza el disefio del
mecanismo, asi como la obtencién de los parametros fisicos obtenidos mediante el
software SolidWorks. Posteriormente, se obtiene su modelo dinamico mediante la
formulacion de Euler Lagrange, que junto con los parametros del sistema permite
simular el modelo y la experimentacion del sistema real. Se presentan algunas
simulaciones que ayudan a validar el modelo dinamico obtenido.
Palabras Clave: Euler Lagrange, Modelado dinamico, Péndulo axial, Sistema

subactuado.
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Abstract

Pendulum-type underactuated systems constitute complete and interesting
experimental platforms in the field of nonlinear control engineering. Understanding
this type of system facilitates the analysis and design of controllers for more complex
systems based on underactuated pendulum systems. This article presents a two-
degree-of-freedom (2-DOF) underactuated robot called the axial pendulum, for
which no dynamic model was found in the consulted literature. For the study of the
axial pendulum, the mechanism is designed, and the physical parameters are
obtained using SolidWorks software. Subsequently, its dynamic model is derived
using the Euler-Lagrange formulation, which, along with the system parameters,
allows for the simulation of the model and experimentation with the real system.
Several simulations are presented to help validate the obtained dynamic model.
Keywords: Axial pendulum, Euler Lagrange, Dynamic modeling, Underactuated

system.

1. Introduccién

La teoria de control es una disciplina que se enfoca en el estudio tanto de
sistemas lineales como no lineales [Portillo, 2017]. Dentro de esta rama, los
sistemas subactuados emergen como una categoria particular de sistemas no
lineales. El término subactuado hace referencia a la situacion en la que no todos los
grados de libertad (GDL) o uniones de un sistema poseen un actuador que los
controle directamente [Gutierrez, 2009]. En otras palabras, en los sistemas
subactuados, el numero de actuadores es menor que el numero de grados de
libertad.
La relevancia del control de sistemas subactuados es destacable en la actualidad
debido a su amplio espectro de aplicaciones en campos como la robdtica, la
aeroespacial y los vehiculos marinos [Antonio, 2018]. No obstante, el analisis y la
implementacion de técnicas de control en estos sistemas presentan un desafio
debido a su complejidad inherente. Por lo tanto, surge la posibilidad de abordar
sistemas menos sofisticados, como los péndulos, con el objetivo de comprender y

desarrollar técnicas de control mas efectivas.
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Los sistemas subactuados pendulares se presentan como dispositivos de prueba
sumamente completos e interesante en el ambito de la ingenieria de control no lineal
[Gutierrez, 2009]. A pesar de su aparente complejidad, es factible realizar
aproximaciones que los consideren como sistemas lineales [Antonio, 2018]. La
aplicacién de técnicas de control no lineal en estos sistemas brinda un mayor
entendimiento de su comportamiento fisico y, por ende, produce resultados mas
efectivos en su control [Anzurez, 2008].

En términos generales, es importante destacar que los sistemas subactuados
pendulares pueden tener varios puntos de equilibrio, y la convergencia hacia uno
de estos puntos depende en gran medida del estado inicial. Por lo tanto, se vuelve
esencial estudiar la estabilidad de los diversos puntos de equilibrio en sistemas no
lineales, lo que conduce a una comprension mas profunda del comportamiento del
péndulo [Anzurez, 2008]. Sin embargo, es crucial sefalar que estos sistemas
presentan limitaciones en términos de controlabilidad, lo que impide la aplicacién de
las leyes de control clasicas para estabilizar el péndulo en su punto de equilibrio
inestable [Gutiérrez, 2009]. Estas limitaciones son un area de interés activo en la
investigaciéon en control, ya que plantean desafios significativos en el disefio de
estrategias de control efectivas para sistemas subactuados pendulares.

En la literatura se han estudiado ampliamente los sistemas pendulares [Duarte,
2016], [Tang, 2009], [Valera, 2002], [Villalobos, 2019], los cuales han sido utilizados
como plataformas experimentales de sistemas nolineales utilizadas para probar la
efectividad de los controladores. Entre los sistemas pendulares, destaca el péndulo
de Furuta o péndulo rotatorio invertido [Homburger, 2022], [Cholodowicz, 2022], el
cual consiste en un eslabon actuado que gira en el plano horizontal, y este se
encuentra unido a un segundo eslabdn no actuado, el cual gira en el plano vertical.
Otro sistema pendular muy estudiado, es el sistema conocido como acrobot [Fan,
2023], un robot planar con un actuador no actuado en la primera articulacion.
También se tiene el pendubot [Pazderski, 2022], una plataforma de doble péndulo
invertido con el primer eslabdn actuado y el segundo eslabon pasivo. Se tienen otros
mas como el péndulo esférico [Alvarado, 2010], y el clasico péndulo invertido.

Finalmente, el péndulo axial es un mecanismo de tipo subactuado que cuenta con
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dos articulaciones rotacionales, la primera tiene un movimiento rotacional actuado
sobre el plano horizontal, y la segunda articulacion rotacional no actuada se
encuentra conectada axialmente al primer eslabon, este mecanismo no es muy
estudiado y no se encontré su modelo dinamico en la literatura consultada.

Un modelo dinamico esta compuesto de parametros cinematicos y dinamicos, los
parametros cinematicos pueden ser encontrados con facilidad en la hoja de datos
del robot del fabricante, sin embargo, los parametros dinamicos que son la inercia 'y
friccion en muy pocas ocasiones son otorgados. La estimacion de estos parametros
dindmicos, a través de herramientas de disefio asistido por computadora (CAD) es
complejo debido a la dificultad de obtener un modelo (dibujo mecanico) que
represente de forma precisa el mecanismo a estudio [Bahloul, 2018]. En el caso de
tener los dibujos CAD con buena exactitud, es posible la obtencion de la mayoria
de los parametros fisicos del brazo mecanico, realizando algunas configuraciones
en cuanto la colocacion de referencias, como el de un eje de coordenadas y
alineacion de los centros de los ejes rotacion.

Ademas, el analisis del modelo que caracteriza al manipulador puede ser de utilidad
durante el disefio mecanico, el calculo de fuerzas y pares necesarios, siendo estos
utiles para el disefio las articulaciones, actuadores y transmisiones, o bien, para la
seleccién de éstos [Siciliano, 2009].

El modelado dinamico es desarrollado mediante el formulismo de Euler Lagrange,
el cual trabaja con la energia cinética y potencial del sistema, como solucion se
obtienen las ecuaciones que definen el movimiento en términos de posicion,
velocidad, aceleracion, y la fuerza aplicada a los actuadores del mecanismo. La
obtencion del modelo dinamico y generacion del diagrama a bloques del sistema
mecanico multicuerpo facilitan la aplicacién de controladores sin la necesidad de
construir el mecanismo para experimentacion.

Este trabajo tiene como objetivo la obtencién y validacién del modelo dinamico del
péndulo axial, lo cual facilitara su analisis y el disefio de controladores tomando en
cuenta la dinamica del mecanismo. Para ello, primero se muestra el disefio del
mecanismo, asi como los componentes utilizados para su construccion.

Posteriormente, se obtienen los parametros utilizando las herramientas de
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SolidWorks. Partiendo del disefo, se obtiene su modelo dinamico, que luego es
validado a través de distintas simulaciones en Simulink de Matlab. Enseguida se

discuten los resultados obtenidos y se dan algunas conclusiones.

2. Métodos

En este apartado se presenta la descripcion de la plataforma de experimentacién
que se desea disefiar, modelar y simular, donde se incluye el listado de los
parametros fisicos, caracteristicas mecanicas e instrumentacion, asi como la

obtencion del modelo que describe la dinamica del sistema.

Diseio del péndulo axial

El sistema robdtico estudiado trata de un robot de dos grados de libertad (2GDL),
de articulaciones rotacionales de libre rotacion, la primera articulacion tiene un
movimiento rotacional sobre el plano, la segunda articulacion se encuentra
conectada axialmente al extremo del primer eslabon, la rotacion generada por esta
ultima articulaciéon permite que el sistema tenga un movimiento en el espacio

tridimensional, figura 1.

Fuente: elaboracién propia.
Figura 1 Péndulo axial, vista isométrica.

Las piezas que conforman el mecanismo seran impresas en 3D (Figura 2). Se ha
utilizado como material de impresién el termoplastico PLA (Acido Polilactico). Para
la implementacion del péndulo axial y a fin de obtener sus parametros, se
consideran los materiales que conformaran al robot experimental:

¢ Motorreductor Metalico 25DX67Lmm HP de 12 V, reduccion 34:1, encoder con

una resolucién de 48 pulsos por revolucién.
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¢ Anillo deslizante (Srm-12-06a).

e Polea Dentada de Aluminio GT2 — T20 W6, para eje de 4 mm de diametro.
e Correa Dentada Cerrada GT2 — P2, W6, de 112 mm.

¢ Rodamientos rigidos de bolas de 8 x 12 x 3,5 mm, uxcell MR128-2RS de doble

sellado ABEC-3.

e Controlador Puente H BTS7960 -5V, 43 A.

e Codificador rotatorio Incremental Fotoeléctrico AB 2 Fases, DC 5-24 V, con

una resolucién de 600 P/R, con eje de 6 mm.

Partiendo del disefio del sistema robadtico (Figura 1) y de los distintos componentes
(Figura 2) a utilizar se lleva a cabo la parametrizacién. La estimacion de los

parametros (Tabla 1) es realizada mediante el uso de SolidWorks, debido a que se

Fuente: elaboracion propia.
Figura 2 Piezas de instrumentacion.

cuenta con las piezas y el ensamblaje del manipulador.

Tabla 1 Parametros del péndulo axial.

Parametros Simbolo Valor Unidad
Longitud del primer eslabon L 165 mm
Longitud del segundo eslabon L, 120 mm
Masa del primer eslabdn m; 169.27 g
Masa del segundo eslabdn m, 7.90 g
Distancia del centro de masa del primer eslabon Iy 149.44 mm
Distancia del centro de masa del segundo eslabén ley 66.33 mm
Inercia respecto al centro de masa del primer eslabén L 4156281.77 | g.mm?
Inercia respecto al centro de masa del segundo eslabén I, 53255.63 | g.mm?

Fuente: elaboracién propia.
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Modelo dinamico
El desarrollo de las ecuaciones de Euler-Lagrange, en la descripcion de robots

manipuladores mediante modelos dinamicos, se reduce a lo siguiente: primero se
escriben las energias potenciales y cinéticas del sistema en estudio en coordenadas
generalizadas [q4,95,...,q,], donde n es el numero de grados de libertad del
sistema, posteriormente se construye el Lagrangiano, que es la diferencia de estas
energias cinética y potencial, y por ultimo se desarrollan las ecuaciones
diferenciales de Lagrange [Spong, 2020].
Las ecuaciones de Lagrange que determinan el modelo de un robot de n grados de
libertad (gdl) estan dadas por la ecuacién 1 [Kelly, 2005].

d oLy 0L

a[a—ql] — a—ql =1, (=12, ..,n (D
La energia cinética total puede descomponerse en la suma de los términos
conforme a los n eslabones del mecanismo, ecuacion 2. Similarmente, la energia
potencial, dada por la ecuacién 3, es compuesta por la suma de las energias

potenciales que involucran a las masas m de los n eslabones.
K(q: q) = Kl(q' q) + Kz(q; q)' "'rKn(qr q) (2)
U(q) = U:(q) + U(q), ..., Un(q) 3)

Asimismo, las ecuaciones pueden ser descritas en forma compacta mediante

matrices, de acuerdo con la ecuacion 4.
M@)g+C(q.q)q+g(q =T 4)

Donde, para el caso en estudio con n = 2, las matrices M, C, y g tienen la forma de

las ecuaciones 5, 6 y 7 respectivamente.

_ [M11(q@) Mq2(q)
Mq) = [M21(Q) M, (q) ®)
. _ [Cui(g @) Ci2(q,9)
Cla.9) = C21(q,9) Cy2(q,q) (6)
_[9:(@)
9(a) = 92(‘1)] ™)

Con M(q) € R?*? como la matriz de inercias, C(q, §)g € R?*? es la matriz de fuerzas

centrifugas y de Coriolis, y g(q) € R? corresponde al vector de fuerzas
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gravitacionales. Ademas, se tiene que q € R es el vector de posiciones articulares
del brazo robodtico, y t€ R es el vector de par aplicado a cada actuador,
respectivamente. El sistema en estudio es de dos grados de libertad, porloque g =
[41 92]7, vy el vector de pares aplicados estara definido por 7 = [T1  72]7. Para el
caso que se estudia en particular, consideramos que 7, = 0, tratandose entonces

de un sistema subactuado.

Energia cinética

Considerando el sistema del péndulo axial (Figura 3), para la obtencion de sus
ecuaciones dinamicas, se inicia determinando la energia cinética K(q, q), definida
en ecuacion 2, de lo que se tendra la ecuacién 8. Correspondiendo a las energias

cinéticas asociadas a las masas m, y m, respectivamente.

Fuente: elaboracion propia.
Figura 3 Esquematico del péndulo axial.

Primero, se definen las coordenadas al centro de masa del primer eslabén,
pertenecientes al plano tridimensional x-y-z, las cuales estan dadas en ecuacion 9.
De ahi, se obtiene la derivada temporal del vector de coordenadas, v; del primer

eslaboén, el cual se define como en la ecuaciéon 10.

X1 ley cos(qq)
V1| = |l sin(qy) 9)
Z1 0
a1 [l sin@)]
1= Yi[ =l cos(qy) |G (10)
Zl 0
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Por tanto, el cuadrado de la derivada temporal del vector de coordenadas al centro

de masa del primer eslabon esta dado en la ecuacion 11.
lvall3 = 1& sin®(q0) qF + 12 cos?(q0) 43, (11)
Factorizando y aplicando la propiedad trigonométrica sin? x + cos? x = 1, se tendra

la ecuacion 12. Por ultimo, la ecuacion que describe la energia cinética provocada

por el movimiento del primer eslabdn se tiene en la ecuacion 13.

lv.ll3 = 12,47 (12)
. 1 T 1 ) 1 2 2 1 2
Ki(q,9) = §m1771 v+ 511511 = Emllclql + 511611- (13)

Siguiendo este orden, se obtienen las coordenadas hacia el centro de masa del

segundo eslabon (I.,), tal como se en la ecuacion 14.

X2 [l1 + I sin(g2)] cos(qq)
[3’2 = [[l; + I, sin(q;)] sin(qq) (14)
Z2 —le; cos(qz)

De igual forma, se aplica la derivada en el tiempo v, del vector de coordenadas al

centro de masa del segundo eslabon, esto se ve en la ecuacion 15.

d X2 —l; sin(qq) gy + 12 cos(qz) cos(qy) 42 — I, sin(qy) sin(q,) ¢,
(%) dt Y2 l; cos(qy) Gy + ez cos(qy) sin(qy) qa + Lo sin(qy) cos(qy) q; (15)
22 le2 sin(qz) 4>

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado ||v,||3 al centro de masa resulta lo mostrado

en la ecuacioén 16.

lv, 13 = [ sin(qy) g1 + U2 cos(qy) cos(qy) gz — Ly sin(gy) sin(q,) 41?
+[1; cos(qq) 41 + 1, cos(qy) sin(qy) g, + 1, sin(qy) cos(qy) C1.1]2 (16)
+[l2 sin(qz) 4,]1°

Aplicando la identidad trigonométrica sin?(x) + cos?(x) =1, se tiene que la

velocidad al centro de masa del segundo eslabdn (v,) esta dada por ecuacion 17.
v, 15 = [If + 12, sin*(q2) + 2Ll Sin(qz)]df + lgzqg (17)

La energia cinética perteneciente al segundo eslabon, ecuacion 18.

1 1.
K,(q,q) = Emzvavz + Elzqg (18)
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Sustituyendo la ecuacién 17 en la ecuacién 18, se tendra que la energia cinética del

segundo eslabdn estara dada por la ecuacién 19.

K,(q,q) = %mz[l% + 12,5in*(q2) + 2Ll Sin(qz)]df + %mzlgzqg + %Izqg (19)
Energia potencial

De acuerdo con la figura 3, la energia potencial del sistema se reduce a U,(q),
debido a que la energia potencial del primer eslabén (U, ) es considerada nula, esto
a causa del movimiento en el plano horizontal. Para determinar la energia potencial

del segundo eslabdn se obtiene la coordenada en z: —I, cos(q,), ecuacion 20.
U(q) = —mygle,cos(qz) (20)

Formulacién de Lagrange para el modelo del robot.
El Lagrangiano se obtiene de la diferencia de la energia cinética y la energia

potencial, esto es lo dado en la ecuacion 21.
L(q,9) =K(q,q) —U(q) (21)

Dado que se tienen dos eslabones, y de acuerdo con las ecuaciones 2y 3, se tendra

que el Lagrangiano definido en la ecuacion 21, estara dado por la ecuacion 22.
L(q,q) = K:(q,9) + K>(q,q) — U1(q) — U(q) (22)

Luego, sustituyendo las ecuaciones 13, 19 y 20 en ecuacion 22, se obtiene el

Lagrangiano del sistema, lo cual se observa en la ecuacion 23.

] 1 . 1 . 1 ] ] .
L(q,q) = E’"ﬂ?ﬂf +-1qf +5my[lf + 12, sin?(qp) + 2141, sin(gy)]q?

2 2
1 2 2 1 2
+§m2l62q2 + Elqu +myglc; cos(qy). (23)

Resolviendo la formulacion de las ecuaciones de Lagrange (Ecuacién 23) para las
coordenadas generalizadas q, y q,, se tiene la derivada parcial del Lagrangiano
respecto a la velocidad angular g,, ecuacion 24. Seguidamente, en la ecuacion 25

se deriva respecto al tiempo a la derivada parcial del Lagrangiano.

oL

ﬁ = [m1l(%1 +1 + mzl% + mzlgz sin? (q2) + 2myli 1., sin(qy)]4q, (24)
1
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d oL

dt ﬁ = [m1151 +1 + mzl% + mzlgzsinz(qz) + 2mylylpsin(q;)]1q)
1

+[2m,1Z,sin(q,) cos(qy) + 2mylyl,c05(q2)1G14, (25)

Y por ultimo, en ecuacion 26 se calcula la derivada parcial de la posicion angular g, .
oL

—=0 26
34 (26)

De igual forma, se resuelve para la coordenada generalizada q,. Primero, en la
ecuaciéon 27 se obtiene la derivada parcial del Lagrangiano respecto a la velocidad
angular y mediante la ecuacion 28 se encuentra la derivada respecto al tiempo.
Finalmente, la derivada parcial del Lagrangiano respecto a la posicién angular g, se

muestra en la ecuacion 29.
oL

6_q'2 = (I, + my1%)q, (27)
d oL .
E a_qz] = (I; + myl3)4q; (28)
oL 2 o ‘2 2 ;
a_qz = m,lZ, sin(q;) cos(qy) g2 + mylylc; cos(qz) q12 — mygle; sin(qy)  (29)

3. Resultados

Como resultado principal de este articulo, se tienen las ecuaciones que describen
la dinamica del péndulo axial, las cuales son presentadas a continuacion.
Posteriormente se hace un analisis del sistema obtenido, y se realizan algunas

simulaciones.

Ecuaciones dinamicas del péndulo axial
Las ecuaciones dinamicas que modelan al robot pueden obtenerse utilizando las
ecuaciones de Lagrange, por lo que, para el primer eslabon se tendra la ecuacion
30 y para el segundo eslabon la ecuacion 31.
Ty = [myld + I + mplf + mylg, sin®(qp) + 2myly L, sin(qz)]d;
+[2m,1Z, sin(q,) cos(qy) + 2myl; 1, cos(q2)1G1d (30)

0=(~I,+ mzlgz)% - [mzlc%zSin(qz) cos(q,) + mylyl.,c0 S(Qz)]Qiz
+m,glc,sin(qy) (31)
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El modelo dinamico que rige al mecanismo péndulo axial esta constituido por dos
ecuaciones, una para cada articulacion. Al tratarse de un sistema subactuado de
dos grados de libertad, el movimiento del sistema estara dado unicamente por la
fuerza externa t,, la cual es aplicada a la primera articulacion. Las ecuaciones 30 y
31 son conformadas por la diferencia de las ecuaciones 25 y 26 para la primera

articulacion, mientras que las ecuaciones 28 y 29 son utilizadas para la segunda.

Friccion viscosa y representacion en espacio de estados

La dinamica referida en las ecuaciones 30 y 31 suponen un sistema ideal, sin
pérdidas de energia en su dinamica, lo cual no corresponde al modelo fisico. Para
que el modelo dinamico represente un tanto mejor el comportamiento del sistema
podemos considerar al menos el efecto de la friccion viscosa, de ahi que se define
las ecuaciones 32 y 33. Como las fuerzas de friccidn viscosa que se oponen al
movimiento, las cuales estan acopladas a las entradas de control del sistema 7; y
7,, donde f,; Yy f,,» representan los coeficientes de friccion viscosa en los eslabones
1y 2 respectivamente. Para representar el sistema en espacio de estados, primero
se define ecuacién 34, donde x € R*, como el vector de estados del sistema, y
considerando ecuaciones 30 a 33, se tendra la dinamica del péndulo axial en vector

de estados, ecuacioén 35.

Ffl = fo1da (32)
Ff2 = fr242 (33)
X1 q1
_ %2 _ g1
7 xs| T a2 (34)
X4 P
— xz —

—(2m,12, sin(x3) cos(x3) + 2m,ly 1., cos(x3))xyxs — f1X + T4

myl%, + I + myl? + myl2, sin2(x3) + 2myl, 1, sin(x;)
X4
(mzlgz sin(x3) cos(x3) + mylyl,, cos(x3))x§ —mygle, sin(xz) — fiax,
I, + m,l%, |

(35)

R
I

Los puntos de equilibrio del sistema nominal obtenidos a partir del sistema de la

ecuacion 35 cuando el sistema se encuentra sin cambio, x = 0, estan en ¥ =
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[¥%, 0 nm 0]T V&% €R Yy n€Z Los puntos de equilibrio estaran ubicados en
cualquier posicion del primer eslabon y con el segundo eslabon (péndulo) en

posicion vertical hacia arriba o hacia abajo.

Resultados numéricos
Para analizar el comportamiento del sistema dinamico dado en la ecuacion 35,
se realizan algunas simulaciones en Simulink de Matlab versién R2021a, utilizando
para la solucién el algoritmo ode4 (Runge-Kutta) de paso fijo con un tiempo de
muestreo de 0.001. En las simulaciones realizadas se consideran tres casos:
e Cuando la fuerza de friccion f,,x, es suficientemente grande como para que
no se tenga movimiento del segundo eslabén. La dinamica del sistema, en

este caso, corresponde a la ecuacion 36.
X2
—fo1%2 + 74
X =|mil3 + 1 + myl2]. (36)
0
0

Este sistema corresponde a un sistema rotacional de un grado de libertad
dado por el eslabdon 1, que esta sometido a una fuerza t; y una fuerza de

friccion f,,x,. Los resultados numéricos para este caso, considerando los

Kg-m

parametros de la tabla 1, con f,; = 0.01 , una condicién inicial x, =

N

[0 0 0 0]7, yunaentrada t; = 0.05 N - m, se muestran en la figura 4a.
Se observa que el sistema rotacional tiende a alcanzar una velocidad
constante de 5 rad/s en estado estacionario.

Cuando la fuerza de friccién f,; x, es suficientemente grande como para que
no se tenga movimiento en el primer eslabon. La dinamica del sistema estara
dada por 37. Se tiene ahora como resultado un péndulo simple con friccion
fraXa.

0
0

X’ = x4 . (37)
—myglep sin(xz) — fix4
I, + mylZ,
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a) Segundo eslabén fijo con 7 = 0.05 N - m.

b) Primer eslabon fijoy xo = [0 0 g O]T.

Fuente: elaboracién propia.
Figura 4 Comportamiento de los eslabones.

Cuando la fuerza de friccién f,;x, es suficientemente grande como para que
no se tenga movimiento en el primer eslabon. La dinamica del sistema estara
dada por 37. Se tiene ahora como resultado un péndulo simple con friccion
fraXa-

0
0

X = X4 .
—myglep sin(xz) — fix,4
I, + mylZ,

(37)

Los resultados numéricos para este caso, considerando los parametros de la
. T
tabla 1, con f,, = 0.0004 Kng, y una condicion inicial x, = [O 0 g 0] Y

una entrada 7; = 0 N -m, se muestran en la figura 4b, donde se puede
observar que el eslabon 2 se comporta como un péndulo simple con friccion.
El sistema de la ecuacién 19 considerando los parametros de la tabla 1, con

- =0.01 X4 f,p = 0.0004 XL

— En este caso se tendra el

S
comportamiento de un péndulo axial. En la figura 5, se muestra los resultados
numéricos para el comportamiento de los estados del sistema cuando se
tiene condicion inicial x, = [0 0 0 0]7, y unaentrada 7, = 0.05N -m. Se

observa que en este caso la velocidad del primer eslabon, dado por x, tiende
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a un valor constante, aproximadamente de 5 rad/s y la posicién del eslabon

2, dada por x,, también alcanza un valor constante de 0.46 rad.

40 0.4}

=30} | =03
ézo- -':.:_;o,z
10 i 0.1}
0= 0

0 5 10 0 5 10
6 0.4

0 5 10 0 5 10
ts] t[s]

Fuente: elaboracién propia.
Figura 5 Comportamiento del sistema dinamico para un torque constante t = 0.05 N - m.

4. Discusion

La obtencion del sistema dinamico del péndulo axial dado en la ecuacién 35
permite realizar un analisis del sistema, y también, permite el disefio adecuado de
un controlador.

Se puede observar en la ecuacion 35 que la entrada de control afecta directamente
el comportamiento del primer eslabdn, y a partir de una entrada constante, se tendra
una velocidad constante en este eslabdn.

El comportamiento del segundo eslabon se ve afectado directamente por la
velocidad del primer eslabén, de ahi que, deberia ser posible disefar un control en
cascada para el control de la posicion del segundo eslabén a partir de una
pseudoentrada definida por la velocidad del primer eslabon.

La estimacion de los parametros en la tabla 1, correspondiente a las masas vy
longitudes pueden ser obtenidos a través de mediciones directas de los elementos
del sistema fisico. Mientras que las inercias pueden ser obtenidas con cierta
exactitud utilizando las herramientas de SolidWorks. Por otro lado, para estimar los
coeficientes de friccion se debe considerar algun método confiable, ya que, al

realizar algunas simulaciones del sistema, se observa que la variacion de los
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parametros de friccidn viscosa influye significativamente en el comportamiento del
sistema.

El péndulo axial es un sistema no lineal subactuado, que presenta cierta dificulta
para su analisis, y para el disefio y aplicacion de control. Por lo que este mecanismo

resulta ser una plataforma didactico muy adecuada en sistemas de control.

5. Conclusiones

Las ecuaciones resultantes del modelo dinamico permiten llevar a cabo una
adecuada caracterizacion del movimiento del mecanismo, lo que posibilita la
aplicacién adecuada de diversos controladores. A su vez, la construccion de la
plataforma experimental permite la implementacion de nuevos tipos de
controladores. Los valores de los parametros, sin tomar en cuenta los coeficientes
de friccidn, se pueden obtener a través de mediciones directas y haciendo uso de
las herramientas de SolidWorks. Los coeficientes de friccion deben ser obtenido por
métodos que permitan obtener un valor cercano al valor real para que la simulacion
represente adecuadamente el sistema fisico. El mecanismo del péndulo puede ser
utilizado de forma didactica en el area de control, presentando distintos desafios por

sus caracteristicas no lineales.
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