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Resumen

Materiales reticulares (latice) son un tipo de materiales celulares caracterizados
por una micro-estructura periodica regular que se extiende a grandes distancias en
todas direcciones y puede idealizarse como una amplia red de vigas o barras
delgadas. Una clase especial de materiales celulares con potencial de aplicacion
tecnolégica son las estructuras celulares auxéticas, las cuales ostentan un
coeficiente de Poisson negativo. Un gran nimero de métodos analiticos se han
propuesto para estudiar el comportamiento mecanico de materiales celulares
auxeticos. Investigacion experimental también se ha realizado, pero esté limitado
por cuestiones de manufactura. En las ultimas décadas se han usado analisis de
elementos finitos para predecir comportamiento auxeético y otras propiedades

mecanicas, sin embargo, simulaciones con modelos completos de elemento finito
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(con miles de grados de libertad) son con frecuencia prohibitivas y por tanto no
resultan adecuadas para obtener modelos predictivos exhaustivos. Una alternativa
conveniente de analisis son los métodos numéricos de homogenizacion, los cuales
se usan para determinar propiedades mecanicas de un material heterogéneo celular
a partir del analisis de una pequefia porcion de él (un modelo micro-mecanico). En
este trabajo se utiliza un procedimiento de homogenizacion para obtener las
matrices de rigidez para dos latices hexagonales, uno regular y otro auxético. Para
la estructura hexagonal regular la matriz de rigidez efectiva obtenida es
representativa de un material isotrépico, mientras que para la hexagonal auxética la
matriz es distintiva de un material ortotrépico, con coeficiente de Poisson negativo.
Las expresiones obtenidas para las relaciones constitutivas quedan definidas en
funcién de los parametros geométricos y propiedades elasticas de la celda unitaria
(micro-estructura), lo cual es importante para el disefio y optimizacion de estructuras
reticulares.

Palabras Clave: ecuaciones constitutivas, estructuras auxéticas, materiales

celulares.

Abstract

Lattice materials are cellular materials with a regular periodic microstructure,
which extends over large distances in all directions and can be idealized as a wide
grid of bars and struts. An unusual type of cellular materials with technological
potential is the auxetic cellular structure, which exhibits a negative Poisson
coefficient. Numerous analytic methods have been proposed to study the
mechanical behavior of cellular auxetic materials. Experimental research has also
been conducted but it has been limited by manufacturing issues. In recent decades
numerous works have used finite element analysis to predict auxetic behavior and
other mechanical properties, however, full finite element models (with thousand of
degrees of freedom) are often unaffordable and thus they are not suitable to obtain
complete predictive models. A convenient alternative of analysis belongs to the
numerical methods of homogenization, which are used to determine the mechanical

properties of a heterogeneous cellular material from the analysis of a small part of it

Pistas Educativas Vol. 44 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas
~729~



Pistas Educativas, No. 144, enero-junio 2023, México, Tecnolégico Nacional de México en Celaya

(a micro-mechanical model). In this work a homogenization procedure is used to
obtain the stiffness matrix for two hexagonal lattices, one regular and one auxetic.
For the regular hexagonal structure the effective stiffness matrix is representative of
an isotropic material, whereas the stiffness matrix of the auxetic hexagonal structure
is distinctive of an orthotropic material, with a negative Poisson coefficient. The
obtained expressions for the constitutive relations are defined as a function of the
geometric parameters and elastic properties of the unit cell (micro-structure), which
is important for the design and optimization of lattice materials.

Keywords: constitutive equations, auxetic structures, cellular materials.

1. Introduccién

Materiales reticulares (latice) son un tipo de materiales celulares caracterizados
por una micro-estructura periodica regular, la cual puede idealizarse como una red
de vigas o barras delgadas. Estos materiales latice existen sobre un amplio espectro
de escalas desde la nanométrica hasta la macroscépica y han encontrado
aplicaciones interesantes en diversas areas tecnoldgicas. A nivel nanométrico, la
mayoria de los sensores basados en nanotubos de carbono son fabricados usando
materiales latice. Materiales latice en la escala microscopica se han desarrollado
intensivamente debido a que poseen gran capacidad de absorcion de energia. A
nivel macroscopico los materiales latice son usados ampliamente en la industria
aeroespacial por su ligereza y alta rigidez [Somnic y Jo, 2022]. Una clase especial
de materiales celulares con buen potencial de aplicacion tecnolégica son las
estructuras celulares auxéticas o reentrantes, las cuales ostentan un coeficiente de
Poisson negativo de tal manera que, a diferencia de las estructuras celulares

regulares, muestran una expansion lateral al ser sometidos a tension axial, figura 1.
1 Expansidn lateral

11
p—— —>
Carga axial
9

|

Figura 1 Estructura celular auxética.
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El comportamiento contra-intuitivo exhibido por este tipo de estructuras fue
introducido primero por R. Lakes [Lakes, 1987]. Estructuras auxéticas poseen un
potencial atractivo para varias aplicaciones tales como nucleos de paneles sandwich
(alta rigidez al corte y resistencia a la indentacion), estructuras para disipacion de
energia y sonido (habilidad para disipacion de energia), espumas de relleno
automotrices y aeroespaciales, y bio-implantes [Mazaev, 2020]. Avances recientes
en técnicas de manufactura han permitido la produccién de materiales latice
fabricados de diversos materiales sdlidos, a diferentes escalas, con una exactitud
alta y dentro de costos aceptables. Tales tecnologias han convertido a los
materiales latice con caracteristicas auxéticas en una opcion viable en el disefio de
productos de consumo; esto a su vez ha impulsado el interés en el desarrollo de
herramientas de modelacién para el andlisis de componentes complejos de
materiales latice. En las ultimas décadas, una gran cantidad de investigaciones se
han dedicado al disefio y desarrollo de estructuras auxeéticas, las cuales en general
se enfocan a la modelacion de comportamientos auxéticos y a la caracterizacion
experimental de dichas estructuras. La mayoria de los estudios analiticos
publicados en la modelacion de estructuras auxéticas se concentran principalmente
en sus mecanismos de deformacion [Theocaris et al 1997, Williams et al, 2007]. En
numerosos estudios, se han usado andlisis de elementos finitos (FEM) para predecir
comportamiento auxético y otras propiedades mecdanicas [Lira et al 2009, Yang et
al 2003]. Sin embargo, simulaciones de componentes de consumo con modelos
completos de elemento finito (con miles de grados de libertad) son con frecuencia
inaccesibles y por tanto no resultan adecuadas para obtener modelos predictivos
exhaustivos. La homogenizacién computacional es un método para determinar la
ecuacion constitutiva efectiva de un modelo continuo a partir de un modelo micro-
mecanico; se basa en igualar las expresiones de trabajo virtual de los dos modelos
y en diversas investigaciones se ha usado para determinar los parametros elasticos
efectivos de materiales con microestructura. Existen muchos tipos de métodos de
homogenizacion para analizar el comportamiento de materiales latice. Todos estos
meétodos vienen de varias disciplinas tales como teoria de elasticidad, fisica del

estado solido y recientemente de ciencias de la computacion (inteligencia artificial).
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En este trabajo se utiliza un procedimiento de homogenizacion, el cual pertenece a
los métodos que usan un elemento de volumen representativo (RVE) [Kouznetsova
et al 2001, Vigliotti & Pasini, 2012]. EI RVE consiste de una region limitada del
dominio que contiene las caracteristicas micro-estructurales del material (al incluir
al menos una celda unitaria) y se comporta como el medio infinito, siempre que una
deformacion uniforme, o esfuerzo, y las condiciones de frontera adecuadas sean
aplicados. El procedimiento usado aqui se basa en una aproximacion a dos escalas,
donde las propiedades macroscoépicas del latice se determinan al expresar la
energia de deformacion microscépica en funcion del campo de deformaciones
macroscopico. Condiciones de equilibrio periddicas se aplican en la celda unitaria,
mientras que suposiciones cinematicas se aplican solamente en los nodos frontera
de la celda. Esta formulacion lleva a expresiones matriciales compactas para las
ecuaciones constitutivas. Entonces, en la presente contribucion se aplica el método
de homogenizacibn mencionado para obtener la matriz de rigidez efectiva
(homogénea) de un material formado por una estructura reticular hexagonal
reentrante (auxética) y una hexagonal regular (solo para fines de comparacion) en
base a su micro-estructura. La razon de haber elegido la presente formulacion es
que se puede extender de manera natural para incluir en trabajos posteriores no-
linealidades geométricas o materiales [Ma & Zhang, 2023]. Mas auln, se presenta
una aportacion adicional por parte de los autores relacionada con la manera de
obtener las matrices involucradas, ya que en el trabajo de Vigliotti & Pasini la forma
en que son generadas las matrices involucradas no es del todo clara desde el punto
de vista de la mecanica del problema. Por tanto, la proposicion de los autores es
gue las matrices se obtienen de las representaciones matriciales de
transformaciones lineales con respecto a las bases estandar de ciertos espacios

vectoriales involucrados.

2. Métodos
La figura 2 muestra dos estructuras celulares hexagonales, la primera es regular
mientras que la segunda es auxética. Se observan los elementos de volimen

representantivo (RVE) y la celda unitaria para ambas estructuras.
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Figura 2 Latices hexagonal regular y auxético.

Se observa también de la figura 2 que la celda unitaria de la estructura hexagonal
regular puede evolucionar a la celda unitaria auxética al reducir dos de los angulos
adyacentes de 120° a angulos menores de 90°. Por tanto, para el desarrollo del
procedimiento de obtencion de las ecuaciones constitutivas, de aqui en adelante se
considera solamente la estructura regular hexagonal por conveniencia.

Para calcular la ecuacion constitutiva de estructuras celulares auxéticas, es
necesario considerar la deformacion de la celda unitaria bajo un campo de
deformaciones constante. En este sentido, considérese la figura 3, en donde la
posicion de cada nodo en el latice esta dada por

(D) =1 + iy €Y

Donde 1}, es la posicién del nodo k de la celda unitaria, r (1) las posiciones de los
nodos correspondientes a ry, a,,a, los vectores traslacionales periodicos y k =

1, ...,J el nUmero de nodos en la celda unitaria, VI; € N.

Figura 3 Celda unitaria hexagonal y direcciones periddicas.

En la ecuacion 1 la posicion de cada nodo se obtiene tomando como referencia

nodos k conocidos como nodos independientes. Para el caso del latice hexagonal
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el nodo 2 es independiente, mientras que los nodos 3 y 4 son dependientes y su
posicion esta definida por ecuaciones 2y 3.

1‘3 = rz + a1 (2)
T4 = 1‘2 + az (3)

Es necesario mencionar que todos los nodos internos de la celda unitaria son
independientes, como lo es el nodo 1 de la celda unitaria hexagonal. Enseguida, se
considera la aplicaciébn de un campo de deformaciones uniforme en el plano
(ecuacion 4), de tal manera que la deformacién de la celda unitaria se define por la

deformacion de las direcciones periédicas, ecuacion 5.

_ €x  Vxy
€= [ny ey] (4)
a; =a; +e€a; (5)

Lo anterior conduce a que la posicion del nodo kdel latice deformado este dado por
ecuacion 6.

r()=ry+lLa; =1, +;(I+ea; (6)
Mientras que los desplazamientos de los nodos se calculan por ecuacion 7.
di (D) = 1 (D) = 1 (D) = dy + Li€a, (7)

La figura 4 muestra las configuraciones de referencia y deformada de la celda
unitaria, donde se distinguen las posiciones de solamente algunos nodos en las dos

configuraciones, asi como los desplazamientos de ciertos nodos, por simplicidad.

Figura 4 Celda unitaria de referencia y deformada.
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En adicion, se pueden observar las direcciones periddicas de referencia y
deformadas. Por conveniencia, la ecuacion 7, puede establecerse en forma
matricial, ecuacion 8.

d = B,d, + B_.e, (8)

donde d, es el arreglo que contiene todos los grados de libertad de los nodos de la
celda unitaria, B, la matriz asociada a una transformacion lineal que considera las
condiciones de frontera periodicas, d, arreglo que contiene los grados de libertad
de los nodos independientes, B, matriz asociada a una transformacion lineal que
mapea el campo de deformaciones macroscoépico a los desplazamientos de los
nodos dependientes y e arreglo que contiene las componentes del campo de
deformaciones (usando convencion de Voigt), ecuaciones 9y 10.

e=[€x € Vxy] €))

Yy = Zexy (10)

El vector d,, el cual contiene los grados de libertad de los nodos independientes, se
determina al imponer la condicién de auto-equilibrio en las fuerzas nodales de la
celda unitaria no restringida, ecuacién 11,

A f =0, (11)

donde A, es la matriz de equilibrio que depende de la topologia de la celda unitaria
y de las direcciones periddicas, ecuacion 12, f es el vector de fuerzas nodales de la
celda unitaria (ecuacion 13), se obtiene al aplicar la matriz de rigidez de la celda
unitaria, K,,., al vector de grados de libertad totales de la celda unitaria.

A, = B} (12)

f= Kyd (13)

K, . se obtiene mediante técnicas de ensamble de elemento finito, considerando
que las tres barras de la celda unitaria son tres elementos finitos viga-barra. En este
punto es necesario aclarar que dentro del presente método de homogenizacion se
usa el método de elementos finitos solamente a nivel celda unitaria, ya que se
requiere obtener su rigidez K,,., para tomar en cuenta el efecto de la deformacion

de la celda unitaria con su entorno o medio infinito.
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Al sustituir f en la ecuacion 11, y tomando en cuenta la ecuacion 12, tenemos que:
AyK,.d= BYK,.d=0

Después de considerar la ecuacion 8 para d se llega a:
BIK,.(Byd, + B.e) =0

De aqui se obtiene un sistema de ecuaciones lineales con d, como incognita,

BgKucBOdO = _BgKucBee (14)

Esta expresion representa el equilibrio de la celda unitaria restringida por las celdas
vecinas en el latice. El lado derecho es el residuo de la ecuacion de equilibrio, con
signo cambiado, resultado del campo de deformaciones macroscépico, si los grados
de libertad de los nodos independientes d, se mantienen fijos. El lado izquierdo
representa el residuo de la ecuacion de equilibrio cuando los grados de libertad
independientes son diferentes de cero, y no se aplica deformacioén al latice.
Dado un campo de deformaciones arbitrario e, la solucién de la ecuacion 8 son los
grados de libertad independientes d, que garantizan el equilibrio de la celda con
sus alrededores. Asi, sustituyendo d, y e en la ecuacién 3 se obtienen los grados
de libertad de los nodos de la celda unitaria que cumplen con el campo de
deformaciones macroscoépico y garantizan el equilibrio de la celda unitaria con su
entorno. La solucion particular para d, esta dada por ecuacion 15.

dy = _(BgKucBO)+BgKucBee = Dye (15)

Donde (-)* es la seudo-inversa More-Penrose, ya que la matriz de rigidez K,. de
la celda unitaria corresponde a la celda no restringida y la inversa convencional no
puede ser usada. Luego, los desplazamientos de todos los nodos de la celda
unitaria son obtenidos mediante ecuacion 16.

d= (BoDy+ B,)e = D.,e (16)

Se observa que la matriz D, relaciona las componentes de la deformacion
macroscopica con los grados de libertad de los nodos de la celda unitaria. Ademas,

la energia de deformacion del latice queda expresada por ecuacion 17.

1 T nT
W = Fe DeKuCDee (17)
uc
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y de aqui la matriz de rigidez macroscopica es expresada por ecuacion 18.

1 T
K = S DK, D, (18)
uc

Donde S, es el area de la celda unitaria. Se observa que para la obtencion de la
ecuacion constitutiva dada por ecuacién 18 es necesario en esencia el calculo de 3
matrices; la matriz K. la cual se obtiene al ensamblar 3 matrices de elemento finito
para cada uno de los elementos viga-barra de la celda unitaria, identificados con
nameros entre paréntesis, en la figura 3; la matriz B, asociada a una transformacién
lineal que mapea el campo de deformaciones macroscoépico a los desplazamientos
de los nodos dependientes; y finalmente la matriz B, la cual se obtiene a través de

la matriz de equilibrio A, mediante la ecuaciéon 12.

3. Resultados

En primer lugar, se construyen las matrices fundamentales para la aplicacion del
procedimiento de homogenizacion. La matriz de rigidez local para un elemento finito
viga-barra de orientacion arbitraria, figura 5, esta definida por ecuacion 19, donde A
es el area de la seccion transversal del elemento, L longitud del elemento, I
momento de inercia del area de la seccion transversal del elemento y E; mddulo

elastico del elemento.

A 2_|_121 ) (A 121) 6l (A ) 121 2) (A 121) 6l 1
C L2 S LZ CcS L S C L2 S LZ CcS L S
(A 121) As? +121 , 6l (A 121) (A , 121 2) 6l
LZ CS S LZ C 7 C LZ CS S LZ C L C
6l 6l 6l 6l
Es —TS TC 4] TS —TC 2[
L (A , 121 2) (A 121) 6! P (A 121) 61
C L2 S L2 CcS L S C L2 S L2 CS L S
(A 121) (A ) 121 2) 6l (A 121) As? +121 ) 6l
LZ CcS S LZ C L C LZ CcS S LZ C L C
6l 6l o1 6l 6l 4l
L° L€ L° LS
Donde:
s = senf, c = cosf
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Figura 5 Elemento finito viga-barra con 3 grados de libertad por nodo.

La matriz K,,. para la celda unitaria se obtiene al ensamblar mediante técnicas de
elemento finito las tres matrices locales con las orientaciones correspondientes.
La segunda matriz es la matriz B, , la cual se construye a partir de la matriz A,
mediante la ecuacion 12. Asi, la matriz A, es la matriz asociada a la siguiente
transformacional lineal:
A: (G3)* - (6%)?
(fi f2.f3.f) 0 Ac(f1 f2.f3.f0) =(f1, fa+fs+fa)

Donde:

G3: espacio vectorial de vectores geomeétricos en el espacio 3D

fi: vectores fuerza de grados de libertad de los nodos de la celda unitaria.

La matriz asociada se construye por columnas mapeando los vectores fuerza

unitarios de la base de los espacios involucrados, ecuacion 20.

—_
o
o
o
o
o

(20)

Coococoococoo0cOoOo O
cCocoocococooco R~
coocoocococoor o
coroOoOROORO O
oOrRrocorRrOoOOR OO O
PO OROOR OO0 O

Finalmente, la matriz B, es la matriz que relaciona el campo macroscépico de
deformaciones con los desplazamientos de los nodos dependientes de la celda

unitaria. Entonces, la matriz se obtiene al considerar la transformacion lineal:
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Be:R3 - (G3)*
1 1
(ex ,Ey ,yxy) - Be(ex ,Ey ,yxy) +(0,0,0,0,0,0,€xaq, + SYayQy » 5VxyQix +€,a1y,0, €405,
1 1 0
+5yxya2y ’ nyya2x + 6-yaZy § )

3 . . .
Donde R” es el espacio euclideano de puntos en el espacio 3D Y €y, €, , ¥y, las
componentes del campo de deformaciones.

La matriz asociada se construye por columnas mapeando las deformaciones

unitarias de la base de los espacios involucrados, ecuacion 21.

r 0 0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

B,=|a, 0 % (21)
0 ay
0 0 0

Ay 0 2
0 ap ==

-0 0 0 -

La figura 6 muestra los vectores de las direcciones periddicas para el latice
hexagonal regular y para el hexagonal auxético, mientras que en la figura 7 se
presenta la obtencion de tales vectores de manera genérica para ambos latices, en
funcién del angulo 6. Entonces, de manera general las direcciones periddicas

guedan establecidas mediante ecuaciones 22 y 23.

Figura 6 Direcciones periédicas para latices regular y auxético.
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Lsend

LfT+cosE)

Figura 7 Vectores de direcciones periddicas.
a, = L(1 + cos0)i + Lsenbj (22)
a, = L(1 + cos0)i — Lsen6j (23)
Asi, para el latice hexagonal regular:

6= 60°, sen9=—3, cos@:1
2 2

1 V3
a1=L(1+—)i+L—j

2 2
1 V3
a2=L<1+§)i—L7j

Mientras que para el hexagonal reentrante son:

3 1
6 = 120°, 0 =—, 0=—=
sen 5 €os 5

Iy, V3.
al—L(l—E)l-l—L?]
Iy, V3.
az—L<1—§)l—L7]

El &rea de la celda unitaria se obtiene de la relacién

Suc = lag X ay|
Para calcular las propiedades geométricas de los elementos viga-barra se hace
referencia a la figura 8, una celda hexagonal regular. Por tanto, se tiene que: A = bt
1
y I, = Ebt3, donde t es el espesor de la pared de la celda y b el ancho de la pared

de la celda.
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Figura 8 Parametros geométricos celda hexagonal regular.

Finalmente, las manipulaciones matriciales consideradas en las ecuaciones 15, 16
y 18 se realizan mediante la ayuda del software Maple®, y se llega a las matrices
de rigidez (parte fundamental de las ecuaciones constitutivas) para los latices

hexagonal regular y hexagonal reentrante, ecuaciones 24 y 25.

[1V3E,A(AL? + 361,) 1~/3E,A(AL? —121)
6 L(AL2+121,) 6 L(AL?+121,)
v |1 VBE,A(AL® = 121,)  1V3E;A(AL® + 361,) 0 (24)
"9 6 L(AL2+121,) 6 L(AL?+12l))
4\3E,I,A
0 0 L(AL? + 121,).
[ 1 V3E,A(AL? +361,)  1V3E,A(AL? —121,)
18 L(AL2+12I,) 6 L(AL*+ 121,
1V3E,A(AL? —121,)  1+/3E,A(AL? + 361,)
Kreen = |~ g Tz + 121 27 L(ALZ + 121 0 - (@)
0 0 4[3E,1,A
L(3AL? + 4l1,)]

Obsérvese gue los coeficientes de las matrices de rigidez quedan dados en términos
de los parametros geométricos de la celda, asi como del médulo elastico del

material de la misma celda.

4. Discusion
Se observa que las matrices de rigidez dadas por las ecuaciones 24 y 25 se

ajustan a la siguiente forma general:

Qll Q12 0
[QlZ QZZ 0 ]
0 0 Qe
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La cual corresponde a un material ortotrépico para el caso de esfuerzos planos con
cuatro coeficientes diferentes [Jones, 1999]. Al observar detalladamente la matriz
de rigidez (Ecuacion 24) para el latice hexagonal regular se tiene que para dicha
matriz Q,; = Q,,. Consecuentemente, la matriz de rigidez para el latice hexagonal

regular corresponde a un material isotropico, ecuaciones 26 a 28.

E  1V3E,A(AL* 4 361,)

o, __E 26
Q1155 = Q22450 1-v2 6 L(AL?+12I) (26)
_ VE  1BEA(AI* - 121) 27
Q50 = 1-v2 6 L(AL?2+12I,) @

E 4+/3E.1,A
Qe6i50 = 20+v) Ciso = Y

L(AL? +121,)

Las constantes elasticas E , v y G representan el mddulo elastico, el coeficiente de
Poisson y el modulo de corte, respectivamente, para el material continuo, esto es,
el material que ha sido homogenizado. Recuérdese que para un material isotropico
solo dos constantes independientes son necesarias para caracterizar dicho
material, la tercera se obtiene de la ecuacién 28. Al resolver ecuaciones 26 y 27, las

constantes elasticas vienen dadas por ecuaciones 29 y 30.
E,Al,

Eiso = 16V3————
150 L(AL? + 361,)

(29)

_(AL* —121)

(AL + 361,) (30)

Viso

Se observa que para el caso del latice hexagonal regular, y de acuerdo con las
dimensiones de la seccion transversal, el numerador de la ecuacion 30 es positivo
para valores pequefos del espesor t. En consecuencia, el coeficiente de Poisson
es positivo.

Por otro lado, al analizar la matriz de rigidez 25 correspondiente al latice hexagonal
reentrante, se observa que Q,; # Q,,, Y por tanto la matriz de rigidez equivale a un

material ortotrépico, ecuaciones 31 a 34.

E, 1 V3E,A(AL? + 361,)

1—vi,vy; 18  L(AL® +121)

(3D

Q1 orto
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0 B, 1v3EA(AL® +36l,) 32)
22orto T 1 —vy vy, 2 L(AL? + 121)
0 _ V12E; _ Vo1 Eq _ _lﬁEsA(ALZ —121,) (33)
L2orto ™ 1 —y vy, 1 —VyipVyy 6 L(AL* +121,)
4/3E(I,A
Q66ort0 = Glzorto = (34)

L(3AL? + 41,)

Para un material ortotrépico en el plano, las constantes elasticas necesarias para la
caracterizacion de este tipo de materiales son 5, de las cuales 4 son independientes
de acuerdo con ecuacion 33. Entonces, las constantes materiales para el material
ortotrépico, con direcciones materiales 1-2 (Figura 9), son los modulos elasticos en
las direcciones 1y 2, E; ., Y E>,,.,, €l médulo de rigidez al corte en el plano 1-2,
G124, Y lOS coeficientes de Poisson en el plano, vy, .., Y v21,,., 10S cuales se

obtienen al cargar axialmente en las direcciones 2 y 1, respectivamente, y medir las

deformaciones laterales en las direcciones 1y 2, respectivamente.

2|_1

Figura 9 Direcciones materiales 1-2 en el plano.

De ecuaciones 31 a 33 se obtienen las constantes elasticas, ecuaciones 35 a 38.

1683  EAI
torto ™ T3 L(AL” + 361,) (35)
Eyy .o = 48V3 % (36)
izoro = 5 e @)
V21 gree = —3?:22;—;22; (38)

Pistas Educativas Vol. 44 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas
~743~



Pistas Educativas, No. 144, enero-junio 2023, México, Tecnolégico Nacional de México en Celaya

La quinta constante, G,,,,.,,, viene dada directamente por la ecuacion 34.

Se observa que para el caso del latice hexagonal reentrante, y de acuerdo con las
dimensiones de la seccién transversal, la diferencia que aparece en el numerador

de las ecuaciones 37 y 38 para los coeficientes de Poisson vy, .. Y v es

21orto

positiva para valores pequefios del espesor t. En consecuencia, los coeficientes de
Poisson son negativos, caracteristica principal de los materiales auxéticos.

En la presenta contribucién se ha extendido el trabajo desarrollado por Vigliotti &
Pasini [Vigliotti & Pasini, 2012] a materiales celulares auxéticos, con una
contribucion adicional por parte de los autores relacionada con la manera de obtener
las matrices involucradas. Dichas matrices son importantes ya que representan el
equilibrio de la celda unitaria con su entorno, asi como las condiciones de frontera
periodicas. Entonces, se propone que las matrices sean representativas de
transformaciones lineales con respecto a las bases de los espacios vectoriales
involucrados, como se explica detalladamente en la seccidén 3. Por tanto se aclara
un poco, desde una perspectiva fisica, la manera en que son obtenidas las matrices
en el trabajo original de Vigliotti & Pasini.

Por otro lado, es necesario mencionar que el método de homogenizacion usado
presenta ventajas con respecto a otros métodos usados para determinar las
propiedades mecanicas de materiales celulares. Con respecto a los trabajos
analiticos, éstos solo se pueden aplicar a latices con densidades relativas bajas y
con celdas unitarias simples, mientras que la presente formulacién no tiene
restricciones en cuanto densidades relativas ni a la geometria de la celda unitaria,
requiriendo ademas muy poca exigencia computacional, a diferencia de otros

meétodos de homogenizacion [Somnic y Jo, 2022].

5. Conclusiones
En base a los resultados obtenidos, se llega a las siguientes conclusiones:
e Usando un procedimiento de homogenizaciéon se obtuvieron la matriz de
rigidez efectiva (homogénea) para un material formado por una estructura
reticular hexagonal regular y una reentrante (auxeética) en base a su micro-

estructura.
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Las expresiones obtenidas para las relaciones constitutivas quedan definidas
en términos de los parametros geométricos de la celda unitaria (micro-
estructura), asi como del médulo elastico de dicha celda. Esto es importante
para el disefio y optimizacién de estructuras reticulares para determinadas
aplicaciones al variar los parametros mencionados.

La matriz de rigidez de la celda unitaria re-entrante se obtuvo para el caso de
un angulo 8 = 120°. Sin embargo, el comportamiento auxético se presenta
para angulos 8 dentro del siguiente rango 90° < 8 < 120°.

El procedimiento usado es para materiales reticulares en el plano, dentro del
rango elastico lineal. Se puede extender para latices en el espacio 3D, asi

como para deformaciones no lineales.

Reconocimientos. Los resultados presentados son el resultado de un proyecto

financiado por el Tecnolégico Nacional de México.
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