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Resumen

El control 6ptimo LQR es una opcion adecuada para la obtencion de las
ganancias de control realimentado, sin embargo, en sistemas dindmicos no lineales
su aplicacion se ve limitada a unaregion local. En este trabajo se propone resolver
el problema de control éptimo del tipo LQR, utilizando un sistema equivalente lineal
en vez de llevar a cabo la linealizacion, esto permite extender la regién donde el
controlador LQR puede funcionar adecuadamente. Para probar el método
propuesto, se realizan simulaciones donde se aplica el control LQR de los sistemas
linealizado y equivalente lineal al sistema carro péndulo invertido. Los resultados
muestran que el sistema equivalente lineal tiene un mejor indice de desempefio que
el sistema linealizado.

Palabras Clave: Carro pénduloinvertido, control 6ptimo, linealizacion, LQR.

Pistas Educativas Vol. 43 - ISSN: 2448-847X
Reserva dederechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas

~246~



Pistas Educativas, No. 141, enero 2022, México, Tecnolégico Nacional de México en Celaya

Abstract

Optimal control, based in LQR, is a suitable option for obtaining feedback control
gains, however, in non-linear dynamic systems its application is limited to a local
region. In this work, it is proposed to solve the optimal control problem (based in
LQR) using a linear equivalent system. To evaluate the proposed method, the LQR
control of the linearized and linear equivalent systems is applied in a simulation
environment to a cart inverted pendulum system. The results show that the linear
equivalent system has a better performance index than the linearized system.

Keywords: Cart inverted pendulum, linearization, LQR, optimal control.

1. Introduccioén

El analisis y disefio de controladores es importante en diferentes areas del
conocimiento, ya que ayudan a predecir y modificar el comportamiento de los
sistemas dinamicos [Nasir, 2008]. Existen diferentes técnicas o enfoques que
permiten realizar este analisis y disefio de controladores en sistemas dinamicos,
entre las que se encuentran técnicas de control lineal que en muchos casos
muestran mayor eficiencia debido a su sencillez tanto en el diseiio como en la
implementacion [Li, 2012]. La aplicacién de estas técnicas de control lineal tiene un
buen desempefio cuando las trayectorias del sistema se encuentran en una region
local cercana al punto de linealizacion. El desempefio de los controladores lineales
se vuelve ineficiente cuando las trayectorias del sistema se alejan del punto de
linealizacion, esto se debe a quelas dinamicas no lineales tienen un mayor efecto
cuanto mas lejos se encuentren las trayectorias del punto de linealizacion [Vinodh,
2013].

Uno de los controladores muy utilizados es el control éptimo, en particular, el
regulador lineal cuadréatico (LQR), el cual nos permite encontrar el valor de las
gananciasdeun sistemaretroalimentado en base a un indice de desempefio [Wang,
2010], [Prasad, 2012]. Este controlador ha sido aplicado eficientemente a distintos
sistemas no lineales; sin embargo, para su aplicacion se requiere linealizar
previamente el sistema. Esto restringe el area de aplicacién del controlador a una

region local [Xiong, 2010], [Habib, 2020], que, en algunos casos, debido a las no
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linealidades del sistema dindmico pudiera llegar a ser muy restrictivo. En este
trabajo se propone extender la region de trabajo del control LQR para un sistema
no lineal, al resolver las ecuaciones diferenciales de Riccati utilizando un sistema
equivalente lineal variante en tiempo que sea dependiente de las trayectorias del
sistema. Como resultado se espera que las ganancias del controlador varien de
acuerdo con las trayectorias del sistema, y como resultado, se tenga un mejor
desempefio que en el caso de utilizar la linealizacion del sistema. Para probar el
método propuesto, se aplican los controladores obtenidos a partir de los sistemas
linealizados y equivalente lineal en un sistema carro péndulo invertido. El carro
péndulo invertido ha demostrado ser una plataforma experimental muy util para
probar controladores, ya que este es un tipo de sistemas pendularesque bien puede
representar el comportamiento de diversos mecanismos y sistemas roboticos muy
utilizados [Morales, 2018].

El control LQR ha sido aplicado ampliamente para el control de diversos sistemas
dindmicos, como en los vehiculos subactuados, debido a su proceso de ajuste
intuitivoy sus propiedades de estabilidad y robustez [Lustosa,2018]. En [Xu, 2011]
se utiliza un control éptimo LQR para lograr la estabilizacion de un uniciclo, el cual
corresponde a un sistema subactuado, el método propuesto logra estabilizar el
uniciclo paralo cual se utiliza la linealizacion del sistema. También se puede ver en
[Angkeaw, 2019] se elige un control basado en LQR para la estabilizacién de un
sistema de levitacion magnética, esto debido a su robustez y alto desempefio. Se
han hecho algunas modificaciones en el control LQR para lograr un mejor
desempefio, como en [Engin, 2018] donde se combina el control LQR con un
modelo de identificacion de parametros, aunque muestra un buen desempefio ante
variaciones paramétricas, su aplicacion se ve restringida a un area local. También
el control LQR ha sido utilizado para el control de posicion de un cuadricoptero, el
cuales unvehiculonotripulado que presenta dindmicasno lineales con seis grados
de libertad, el sistema en lazo cerrado mostré unagran estabilidady rechazo a las
perturbaciones [Kuantama, 2018]. Todos estos ejemplos de aplicacion del control
LQR utilizan el modelo linealizado de los sistemas dinamicos a controlar, lo cual

limita su rango de aplicacién aun arealocal. El objetivo de este trabajo consiste en
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proponer una modificacion en la metodologia del control LQR para lograr ampliar el
area de aplicacion de este control.

El documento se organiza como sigue. En la seccién 2, se muestra la dinamica del
carro péndulo invertido, se describe la metodologia a seguir, y se explica la
metodologia propuesta. En la seccion 3, se muestran los resultados obtenidos a fin
de comparar el desempefio del sistema en lazo cerrado utilizando linealizacion y
una equivalencia lineal. En la seccion 4 se hace una discusion de los resultados
obtenidos, y finalmente, en la seccion 5 se establecen las conclusiones de este

trabajo.

2. Métodos
Sistema dindamico del carro péndulo

Los sistemas pendulares son mecanismos muy utilizados en sistemas de control
automético para realizar andlisisy disefio de controladores [Boubaker, 2013]. El
estudio de este tipo de sistemas es importante, ya que algunos sistemas roboticos
mas complejos y de aplicacidén practica, pueden ser representados a partir de
sistemas pendulares. Un ejemplo de sistemas pendulares muy conocido es el carro
péndulo, el cual estd formado por una estructura movil con desplazamiento
horizontal de un grado de libertad, sobre la estructura del carro se monta un péndulo
simple de un grado libertad, el sistema tiene un grado de actuacion sobre el carrito
[Trimpe, 2014], [Luhao, 2010].
El diagrama del carro péndulo que se describe en este trabajo se muestra en la
figura 1, y su comportamiento dindmico viene dado por las ecuaciones 1,2 y 3.

(M +m sin? 0)§s —mlsinf 02+ mgsinfcosf@+f.5—u=0 (D
(Ml +mlsin*6)f — (M +m)gsin® + cos6 u+f,6 —misinfcosf6*=0 (2)
y=I[ s 6 61" (3)

Donde 6, 8 y 6 corresponden al desplazamiento, velocidad y aceleracion angular
del péndulo; s, § y § representan la posicion, velocidad y aceleracion del carro;

mientras que los parametros del sistema dinamico estan dados por M, que
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corresponde a la masa del carro, m es lamasa del péndulo, [ representa la longitud
al centro de masa del péndulo, f, es el coeficiente de friccion del carro, f, es el

coeficiente de friccion del pénduloy g corresponde a la aceleracion de la gravedad.

Figura 1 Diagrama del carro péndulo.

Solucién al problema de control 6ptimo no lineal

Consideramos el sistema dinamico de la ecuacion 4.

x(t) = f(x(t),t) + glx(t), u(t) (4)

Donde x(t) € R" es el vector de estados del sistema, u(t) € R™ es la entrada de
control y f(x(t),t) eR™ y g(x(t),t) € R"™*™ son funciones continuas, y son
continuamente diferenciables. Para este sistema se asocia el indice de desempefio,

ecuacion 5.

Jx(@®),u(®), t) = N(x(1),7) +f K (x(®),u(®), t)dt ()

to

Donde [t,,7] corresponde al intervalo de tiempo de interés. N(-) y K(-) son fuciones
de ponderacion.
El problema de control 6ptimo consiste en encontrar la entrada u*(t) definida para
el intervalo de tiempo [t,,7] que logre que el sistema de ecuacion 4 sobre la
trayectoria particular x*(t) minimice la funcion delindice de desempefio de ecuacion
5y donde se obtiene la ecuacion 6. Esto para unafunciony € RP?, la cual es una
condicién al problema con funcion del estado final fijo.

Y(x(1),7) =0 (6)
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Para este problema se debe tener en cuenta que la funcién de ponderacion final
N(-) se quiere hacerpequefia, por otro lado, ¥(-) es unafuncién del estado final que
se desea fijo e igual a cero.

Para resolver el problema de control 6ptimo para el caso de un sistema no lineal
variante podemos utilizar multiplicadores de Lagrange, para el cual se define un
multiplicador asociado A(t) € R™ y un multiplicador asociado v € RP. Se define

entonces el Hamiltoniano [Jacknoon, 2017] de ecuacion 7.

H(x(8),u(®),t) = K(x(),u(®), ) + A7 (f (x(6),t) + g(x(8),u(t), Hu(t)) (7
Y la ecuacion de estado sera entonces, ecuacion 8.
X

=7 = () +g(u,cont >t, (8)

Mientras que las ecuaciones de coestado seran, ecuacion 9.

i—aH—afT/‘L+auTgT/1+aK t<t 9
T 9x  Ox 0x ox’ = ©)
Para lo cual se utiliza una condicion estacionaria, ecuacion 10.
_0H _dL N 10
T du  du g (10)
Y una condicion de frontera x(t,) dado la ecuacion 11.
(N, + v =T, dx(7) + (N, + v+ H)|,dt =0 (11)

De lo anterior, se tiene que el problema de control depende de la solucién de un
problema de valor de frontera en dos puntos. Y en general este es un problema
dificil de resolver, y es ain mas complicado si se considerala naturaleza no lineal
de las funciones f(:) y g(-). Por ello, en este trabajo se hace una propuesta para
resolver el problema del sistema no lineal partiendo de la formulacion del sistema

lineal y haciendo el planteamiento a partir de un sistema lineal variante en tiempo.

Solucion local
El problema de control éptimo en sistemas no lineales se simplifica cuando la
solucién se enfoca en una region local, esto requiere la linealizacién del sistema

sobre un puntode operacién dado (x = x,u = ). El sistema nolineal de la ecuacién
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4 bien puede ser representado como en ecuacion 12. De ahi, se tiene que el sistema
linealizado, aplicando el Jacobiano, estara definido porla ecuacion 13

[ £ (x (O, u(®) ]
# (x(t),u(t))

X = : (12)
Fna (x (O, u(®)
| £ (x(0, u(®)) |
x, (1) = A(D)x,(8) + B(Ou(t) (13)
Donde las ecuaciones 14y 15.
(0f 0% 9% O
0x, 0x, 0x,_, Ox,
o Of | Y %
0x, ox, 0x,_, Ox,
A= : : : (14)
a7$ln—1 a'ﬁn—l a7§1’L—1 aﬁn—l
0x, 0x, 0x,_, Ox,
0fn 0% 0o 0%y
Lox, O, 0xy,  0x, i
0f 0% 0f  Of )
ou, ou, U,  Ouy,
of, o, O Oh
ou, ou, ou,_, OJu,
B = : : : : (15)
a’ISLn—l a'ﬁn—l a'ﬁn—l a)Isln—l
ou, ou, ou,_, OJu,
0y O O O
L du, ou, OUp_q  OUuy, llx=x

El planteamiento del problema de control 6ptimo para el caso local, parte del sistema
lineal variante en tiempo, ecuaciones 16y 17.
x(t) = A(®)x(t) + B(t)u(t) (16)

y(t) = C(Ox(t) (17)

Donde x(t) € R™ representa el vector de estados, u(t) € R™ corresponde al vector

de entradasy y(t) € RP es el vector de salidas, el cual corresponde a las mediciones
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disponibles del sistema, y C es la matriz de salidas de dimension p x n. Para el

sistema descrito, se consideraun indice de desempefio, ecuacion 18.

] = f (x"(DQx(D + u' (DRu(D)) dt (18)

Donde Q € R™™ y P € R™™ son matrices, simétricas, constantes y definidas
positivas. Este indice de desempefio es un caso particular del dado en ecuacion 5,
donde se consideran como objetivo el encontrar la entrada de control que minimice
el error cuadraticode la trayectoria del sistema x(t) y el desvanecimiento cuadratico
de la entrada de control u(t).
La aplicacion del control 6ptimo en el sistema dado consiste entonces en encontrar
un controlador u = u* que minimice el indice de desempefioJ = J*, y que a la vez
estabilice el sistema lineal. El problema de control 6ptimo planteado, en este caso,
también se le conoce como problema del regulador cuadrético lineal (LQR, Linear
Quadratic Regulator) esto, por el indice de desempefio propuesto en ecuacion 18.
Para establecer una solucién al problema descrito, suponemos la existencia de una
solucion ala ecuacion diferencial, la ecuacion 19.

P(t) = AT()P(t) + P()A(t) — P()B(H)R'BT(t)P(t) + Q (19)

La cual se deriva de la ecuacioén diferencial de Riccati, y corresponde a una matriz
simétrica semidefinida positiva. La condicion inicial, P, = P(0), para resolver la
ecuacion diferencial se obtiene de la solucion de la ecuacion algebraica de Riccati,
ecuacion 20.

AT(0)P, + P,A(0) — P,B(0)R™'BT(0)P, + Q = 0 (20)

Si el sistema dinamico considerado es un sistema lineal invariante en tiempo (LTI,
Linear Time Invariant), entoncesla solucion a la ecuacion diferencial de Riccati de
la ecuacion 19, P(t) = P, se reduce a la solucion de la ecuacion algebraica de
Riccati dada en la ecuacion 20, esto es, ecuacion 21.

P, =P, (21)

Partiendo de la existencia de la solucién de la ecuacién diferencial de ecuacion 16,
se tiene que una solucién al problema de control 6ptimo viene dada por la ley de

control éptima, ecuacion 22.
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u (t) = K(t)x(t) (22)

Donde la matriz de ganancias K (t) € R™ " estara dada por la ecuacién 23.
K(t) = —R™'BTP(t) (23)

La solucion del problema para una region local llevando a cabo la linealizacién
correspondiente, resulta una aproximacion, donde su eficacia esta definida por la

naturaleza de los términos no lineales del sistema dinamico.

Solucién propuesta
La solucion al control 6ptimo para el caso lineal tiene como principal dificultad el
resolver la ecuacién diferencial de Riccati de la ecuacién 19, esta dificultad resulta
ser menor que resolver el problema de valor de frontera para un sistema no lineal.
Ademas, en el caso lineal se desprecian las dinamicas no lineales que, aunque
normalmente en menor grado, influyen en el comportamiento del sistema. La
solucion propuesta en este trabajo evita la linealizacion y parte del supuesto que se
conoce el vector de estados x y, ademas se tiene que el sistema dinamico puede
ser llevado a la forma equivalente lineal de la ecuacion 24.
xp(t) = A(x (), x5 (1) + B(x(®), Hu(t) (24)

Donde x(t) € R? corresponde a un vector de variaciones paramétricas definidas por
los parametros conocidos del sistema y de las variables de estado x(t). De ahi que

la ecuacion 25.

x(@®) = [0 (x(6),0) @, (x(0),0) - @q(x(0), )] (25)

Dado entonces que y(t) es conocido y tiene una dependencia del tiempo, podemos
expresar a las matrices para A y B como la ecuacion 26.

A®) =A(x(®),0) y B@®)=Bx(@®),0) (26)

Esto de acuerdo con la dependencia temporal generalizad de ¢(-). Para que el
sistema no lineal pueda ser llevado a la forma de la ecuacion 24 se debe cumplir
gue ecuacién 27. Esta condicion es hecesaria para asegurar que el sistema en la

forma linealizada sea una funcién continua.
f(O)=0 y gOt)=0 (27)
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Partiendo entonces de los supuestos dados, se tiene que es posible encontrar una
solucion al problema de control 6ptimo conociendo la representacién del sistema en
la forma de ecuacion 24. Esto es, el control éptimo estarda dado por la ecuacién 22
y ecuaciéon 23 siempre y cuando se encuentre unasolucion ala ecuacion diferencial

de Riccati, ecuacion 19y dada la condicion inicial, ecuacion 20.

Estabilizacion del carro péndulo utilizando control 6ptimo

El objetivo de este trabajo es el disefio de un controlador 6ptimo partiendo del
sistema dindmico no lineal para el carro péndulo descrito anteriormente, asi como
también la verificacion del método propuesto mediante simulacion.Para cumplircon
el objetivo planteado se propone el uso de la metodologia que se ilustra en la figura
2. Se parte de la dinamica del sistema, y se obtiene su representacion no lineal en
espacio de estados. Luego, se obtiene el sistema linealizado de la ecuaciéon 13,
utilizando ecuaciones 14y 15, y también se obtiene el sistema lineal equivalente de
ecuacion 24 aplicandolaecuacion 25y ecuacion 26.Partiendo de la representacion
lineal, se encuentra el controlador 6ptimo (LQR). Enseguida, en un escenario de
simulacion se implementa el sistema en lazo cerrado, donde se resuelven en linea
las ecuaciones diferenciales de Riccati, y con esto se observa y analiza el
desempefiodel sistema, comparando los resultados al utilizar el sistema linealizado,

ecuacion 13y el equivalente lineal, la ecuacion 24.

Dinamica del Carro péndulo Representacion no lineal en Sisterna en su forma lineal
invertido espacio de estados * Linealizacion del sistema, v
* Ecuaciones dindmicas. = Seleccion de estados del sistema. * Sistema lineal equivalente.
* Ecuacion de salida.
Analisis de resultados. Simulacion y resultados Disefio del controlador
» Evaluacion del desempefio del NUMETICOs. optimo “—QR}
sistema en lazo cerrado. # Solucion numeérica de las ecuacionss » Solucidn de las ecuaciones
diferencial v algebraica de Riccati. algebraica y diferencial de Riccati.

» Simulacion del sistema en lazo
cerrado.

Figura 2 Metodologia a seguir para el control del sistema carro péndulo invertido.
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Para el sistema del carro péndulo invertido se eligen las variables de estado como

en ecuacion 28.
xT=[x; %, x3 x4]=[s 5 6 4@l (28)

Por lo que la representacion en espacio del sistema dinamico, considerando la

ecuacion 1 a ecuaciéon 3y ecuacion 28, viene dada por la ecuacion 29.

— xz —
ml sin x, xZ — mg sin x5 cos x; — f.x, + u

M + msin? x
X, (29)

. . 2
(M + m)g sin x; — cos x3 u — f,x, +ml sin x5 cos x5 x}
i M1+ ml sin? x, |

=
Il

y=1[x1 X, x3 x4]"
El objetivo de control es mantener el péndulo en posicion vertical hacia arriba, esto
es, en su punto de equilibrio inestable, mientras que la posicion del carrito se debe
mantener el origen. Por tanto, la linealizacién del sistema se hace alrededor del
origen, esto se representa en la ecuacion 30.
x=[0 0 0 o0]" (30)

Aplicando ecuacion 12 a ecuacion 15 en la ecuacion 29 se tendra que el sistema

linealizado del carro péndulo estara dado por las ecuaciones 31y 32.

0 1 0 0 1 r 0
m 1
0 ‘% 0 M
XL = o 0 0 1 x;, + 0 u (3D
o 0 M+mg  fp 1
L Ml M- - M-
1 0 0 O
01 0 O
0 0 0 1

Ahora, se propone un sistema equivalente lineal variante en tiempo, para ello,
primero se define una funcion equivalente a la funcién seno, en este caso la
ecuacion 33.

sinf = @ sinx 0 (33)
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Donde se tiene la ecuacion 34.

sin 0
sinxd =4 ¢ para 6 # 0 (34)
1 para 6 =0

Para encontrar unaforma equivalente lineal variante en tiempo de ecuacion 24, la
cual no es Unica, se parte la ecuacion 29y utilizamos la ecuacién 34, de lo cual se

obtiene la ecuacion 35.

0 1 0 0 0
. |0 o 9, s Do
=190 o o 1l1%T|ol% (35)
0 0 ¢, ¢ ¥,
Donde
B fe
P =

M + msin? x,

mg sinXx, COS X

P2 = 7 M + msin? X3

ml sinx; x,

P2 = M+ msin? X3

B (M +m)g sinx x,
P = Ml +misin? x,

—f, + mlsinx;cos x5 x,
M1 4+ ml sin? x,

Ps =

1

%6 = M+ msin? X3

COS X4
M1+ ml sin? x,

Y7 =

Dedondesetieneque: x(t) =[®1 ¥, @3 @, @¥s Q¢ @;],elcualesunvector

gue cumple con el criterio de continuidad, y ademas cumple con la condicion de
ecuacion 27, y por tanto esta forma equivalente lineal puede ser utilizada para

resolver el problema de control 6ptimo.
Con la obtencion de los sistemas linealizado y equivalente lineal se tiene el

planteamiento formal del problema de control éptimo de acuerdo con el método
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descrito anteriormente. Para encontrar la solucion al problema planteado partiendo
del método propuesto es necesario resolver las ecuaciones de Riccati, ecuacion 19
y ecuacion 21. La solucion de la ecuacion algebraica de Riccati se puede realizar
fuerade linea por su naturaleza constante, mientras que la ecuacion diferencial de
Riccati se realizaen linea.

Para continuar con la metodologia, se hace uso de software que permita encontrar
unasolucion numérica alas ecuaciones de Riccati, asi como realizar la simulacion
del sistema para evaluar la eficacia del método propuesto, lo cual se muestra en la

siguiente seccion.

3. Resultados

La solucién de las ecuaciones de Riccati, la implementacion del controladory la
evaluaciéon del desempefio del sistema en lazo cerrado se lleva a cabo mediante
simulaciones. Para realizar las simulaciones se utilizé Simulink de Matlab versién
R2016a, donde se aplico el algoritmo oded4 (Runge-Kutta) con un tiempo de
muestreo de paso fijo de 1 ms. En figura 3 se muestra el diagrama realizado para la

obtencion de resultados numéricos al implementar los controladores.

S
spf——
th
thp
carro péndulo

Ny

;.J.L
Ny Y

s (4

u sp
th [«

thp [«

kX3
Lh, 4

(sistema linealizado) Salidas

Controlador

sf-eo—
Pu th ‘To
thp
carro péndulo 2
s Entradas
u sp
th 4
thp [«
Controlador
(sistema lineal equivalente)

Figura 3 Metodologia a seguir para el control del sistema carro péndulo invertido.
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Los parametros del carro péndulo que describen su comportamiento dinamico,

ecuacion 1, ecuacion 2 utilizados en las simulaciones se muestran en la tabla 1.

Tabla 1 Parametros utilizados para el carro péndulo invertido.

Parametro Descripcion Valor | Unidad
M Masa del carro 0.769 kg
m Masa del péndulo 0.421 kg
l Longitud del péndulo al centro de masa 0.57 m
f: Coeficiente de friccion viscosa del carro 0.315 N-s/m
fo Coeficiente de friccion viscosadel péndulo | 0.049 N-s
g Aceleracién de la gravedad 9.81 m /s?

Para la implementacioén del control, tanto del sistema linealizado como del sistema
lineal equivalente, se utilizaron las siguientes matrices para definirlos pesos en el

indice de desempeiio.

10 0 0 0
3 o1 0o o
R=10=1y o 100 o0
00 0 1

Estas matrices definen el indice de desempefio para el control 6ptimo. Para 6 = x,
se eligié darle un peso de Q;; = 100, el cual es el peso mas alto de la matriz Q, ya
gue se considera importante la estabilizacion de posicién angular del péndulo,
mientras que para s = x,, se eligidun valorde Q = 10, considerando un poco menos
importante la estabilizacién de la posicion del carro (s).

La solucion de la ecuacion algebraica de Riccati no representa mayor problema, ya
gue es obtenida directamente al ejecutar una instruccion en Matlab, mientras que la
solucion de la ecuacion diferencial de Riccati se resuelve en linea al resolver la
ecuacion diferencia que larepresenta. Teniendo resuelta las ecuaciones de Riccat,
la sefial de control se obtiene directamente de la ecuacion 21y ecuacion 22. Y se
simula entonces el sistema en lazo cerrado.

En la figura 4 se muestra el comportamiento de las salidas del sistema en lazo
e, e e . . T
cerrado para una condicion inicial del sistema en x(0) = [0 0 g 0], esto es,

para un valor inicial de 68(0) = grad. El comportamiento de la salida del sistema en
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lazo cerrado muestra unaligera diferencia entre utilizar el sistema linealizadoy el
sistema equivalentelineal,se puede notar que el sistema equivalente linealtieneun
error ligeramente menor al que presenta el sistema linealizado. Mientras que la
sefial de entrada, mostrada en la figura 5, muestra también una similitud en los
casos de los sistemas linealizado y equivalente lineal. Esto es de esperarse, ya que
la dinamica del sistema linealizado es mas similar al del sistema no lineal cuanto

mas cerca estemos del punto de operacion sobre el que se realizé la linealizacion.

i 0.6
11— e Sistema linealizado
— Sistema equivalente lineal 0.4
E os B 02
< :m
0
0.2+ 1
6 8 10 0 2 4 6 8 10
0
7 7
E ko)
=, N
s x
i L L L -2 f 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] tfsl

Figura 4 Comportamiento de las salidas del sistema en lazo cerrado para 6(0) = g

20 e Sistema linealizado .
—Sistema lineal equivalente

0 2 4 6 8 10
t[s]
Figura 5 Comportamiento de la sefial de entrada para 6(0) = 76—r
Al realizar la simulacion para una condicién inicial en reposo con 6(0) = 15_8" se

obtiene el comportamiento de las salidas de la figura6, donde se observa unamayor

Pistas Educativas Vol. 43 - ISSN: 2448-847X
Reserva dederechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas

~260~



Pistas Educativas, No. 141, enero 2022, México, Tecnolégico Nacional de México en Celaya

diferencia entre el comportamiento del sistema linealizado y el sistema lineal
equivalente en comparacion de cuando se tenia una condiciéninicial de 6(0) = g
Se observa que el sistema equivalente muestra un error menor que el sistema
linealizado, asi mismo, enla figura7, la sefial de control muestra un menor esfuerzo
para el sistema equivalente. En este caso, la condicién inicial se aleja de la region
local sobre la que se realiz6 la linealizacion, y el sistema linealizado presente
mayores diferencias con respecto al sistema no lineal.

------- Sistema linealizado
— Sistema equivalente lineal

xj[radl

O =

x“[rad,'s]

b b 4

t[s] t[s]

Figura 6 Comportamiento de las salidas del sistema en lazo cerrado para 8(0) = i—: :

------- Sistema linealizado
40 —Sistema lineal equivalente | |
Z 20| 3
3
0 -
0 2 4 6 8 10

t[s]

Figura 7 Comportamiento de la sefial de entrada para 6(0) = o

18"

Vemos ahora en la figura 8 el comportamiento de las salidas x,; y x; para una

. e, e 7 . . .
condicion inicial de 8(0) = =7 Se observa que, para el sistema linealizado, no se
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realiza el control, el sistema en lazo cerrado se vuelve inestable, esto debido a las
diferencias significativas del sistema linealizado con el sistema no lineal. Por otro
lado, el sistema equivalente logra realizar el control, estabilizando el sistema sin
ningun problema, aunque esto requiere un desplazamiento significativo del carro.
La sefial de control de la figura 9 muestra que, para lograr estabilizar el sistema, el
esfuerzo es mayor que los casos mostrados anteriormente, esto debido a que el
péndulo se encuentra en unaposicion cercanaala horizontal.

Sistema linealizado

Sistema equivalente lineal

t[s] tIs]

Figura 8 Comportamiento de las salidas del sistema en lazo cerrado para 8(0) = i—g :

o, Sistema linealizado Sistema equivalente lineal
100
1000 |
z = =i
= 0 proseerm 1 3
Y or
1000 1
-50
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

t[s] t[s]

Figura 9 Comportamiento de la sefial de entrada para 6(0) = —

51
18"

Ahora, se analiza mas detalladamente el comportamiento del sistema en lazo

- e, e . 1 . .
cerrado, para unacondicioninicialde 6(0) = s el comportamiento de las salidas
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se muestraenlafigural0,y el comportamiento de la entrada se observa en la figura
11. Al observar las graficas podriamos concluir que el sistema equivalente lineal
muestra un mejor comportamiento que el sistema linealizado, esto, por el
comportamiento mas suave del sistema, sin embargo, esta apreciacion resultaun
tanto subjetiva.

=== Sistema linealizado
— Sistema equivalente lineal

x,[m]
x3[rad]

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
2
T
S 0
g
2
5t 4
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] t[s]

Figura 10 Comportamiento de las salidas del sistema en lazo cerrado para 6(0) = g

80 T T T T 3
=== Sistema linealizado
— Sistema equivalente lineal

0 2 4 6 8 10

t[s]
Figura 11 Comportamiento de la sefial de entrada para 6(0) = g
Para comparar el comportamiento del sistema, podemos utilizar el indice de
desempefio ecuacion 18, de lo cual resulta el gréfico dado en la figura 12, donde se

aprecia que el sistema equivalente lineal tiene un desempefio superior al sistema
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linealizado. Este mejor desempefio se debe a que las ganancias (K =
[k, k, ks k,])del controladorson dependientes de las salidas del sistema para
el sistema equivalente lineal, mientras que, para el sistema linealizado, las
ganancias se mantienen constantes. El comportamiento de las ganancias para el
sistema lineal equivalente se muestra en lafigura 13, donde el valor estacionario de
las ganancias corresponde alas ganancias del sistema linealizado. La variacion de
las ganancias para el sistema equivalente lineal se debe a que la solucion de la
ecuacion diferencia de Riccati tiene como resultado una matriz P que resulta
variante en el tiempo y depende de las salidas del sistema, mientras que, en el caso

del sistema linealizado, la matriz P resulta ser constante.

----------------------------------------------------------------------------------------

800

600

~ 400

------- Sistema linealizado

200 —Sistema equivalente lineal
O | 2
0 2 4 6 8 10
t[s]
Figura 12 Comportamiento del indice de desempefio (J) para 8(0) = 73_:
80 -
- K Ky e K e K
60 [ |
o H
R4 '
ol : ;"‘..
X 40 e S
&
ool | | j
! r“\ -
o :
0 2 4 6 8 10

t[s]

Figura 13 Comportamiento de las ganancias para 6(0) = 3
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La figura 14 muestra el comportamiento de los elementos de la matriz P obtenida

de la solucidon delaecuacion diferencial de Riccati para el sistema equivalente lineal.

60 r T 1

H —P(1,1) 600‘;_ —P(3,1)

- =P(12) - -P(32)
— 40 1 P(1,3) ~400 e P(3,3)
= |i -=P(14) | @ ---P(3.4)
* o0 % 200

- L »

] [ W I _—— -

0 [ 0 i
0 4 6 8 10 0 8 10
60 T T

i —P(2,1) L ] —P(4.1)
< ==PR2) . __joolt - -P(42)
= L LU e i I — N P(2.3) = 100 e P(4,3)
= —P24).| & ; —---P(4,4
L S E— 24).) & 4 (44) |

hY \ *

S . i

0 | oF
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] tls]

Figura 14 Comportamiento de los elementos de la matriz P para 6(0) = g

4. Discusion

Los resultados obtenidos muestran que el comportamiento del sistema en lazo
cerrado para el sistema linealizado es muy similar al del sistema equivalente lineal
cuando la trayectoria del sistema se encuentra cerca del punto de operacion donde
se hizo la linealizacion, ver figuras 4 y 5. Esto porque las dinamicas no lineales del
sistema tienen una influencia menor cuando la trayectoria del sistema dinamico se
encuentra en una region local alrededor del punto de linealizacién. Conforme las
trayectorias del sistema se alejan del puntode linealizacién, el controlador, disefiado
a partir del sistema linealizado, se vuelve menos eficiente hasta llegar al punto
donde el sistema en lazo cerrado muestra un comportamiento inestable, figuras 8 y
9. Esto corresponde a un comportamiento esperado, ya que la linealizacion es il
solo en unaregion local.
Por otro lado, el controlador, disefiado a partir del sistema equivalente lineal,
muestra un mejor comportamiento cuando las trayectorias del sistema se alejan del
punto de linealizacion, ver figuras 6 y 7. Esto se debe porque el controlador se
disefiatomando en cuentael comportamiento no lineal del sistema, de tal forma que

las ganancias del controlador muestran un comportamiento variante en tiempo que
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dependede latrayectoria del sistema. Enla figural3, se observa quelas ganancias
aumentan cuando la trayectoria del sistema se aleja del punto de linealizacion. Esto
tltimose debe a quelas dinamicasnolinealestienen un efecto mayor conforme nos
alejamos del punto de linealizacion. La variacion en las ganancias de la ecuacion
22 se debe a su dependenciade la solucion de la ecuacion diferencial de Riccati,
ecuacion 19. Para el caso del sistema linealizado, las ganancias del controlador son
constantes, esto debido a que se considera una ecuacion algebraica de Riccati,
ecuacion 20. La figura 14 muestra la evolucion de la solucion de la ecuacion
diferencial de Riccati, la cual en su estado estable corresponde a la solucion
algebraica de Riccati. El transitorio que se observa en la solucion de las ecuaciones
de Riccati son debidas al comportamiento intrinseco del sistema nolineal.

Al observar directamente las graficas del comportamiento de las salidas y de la
entrada, se podria concluir que el sistema equivalente lineal muestra un mejor
comportamiento que el sistema linealizado. Sin embargo, esta seria una conclusion
untanto subjetiva. Pero, si se compara la evolucion del indice desempefio se puede
establecer objetivamente que el sistema equivalente lineal ofrece un desempefio

superior al sistema linealizado.

5. Conclusiones

Se propuso una metodologia para aplicar el control LQR utilizando un sistema
equivalentelineal,lo cual evita la linealizacién del sistema. La metodologia se aplico
a un sistema carro péndulo invertido, donde se simulé el sistema en lazo cerrado y
se comparé su comportamiento con el caso donde se aplica la linealizacion del
sistema.
Los resultados muestran que al utilizar el sistema equivalente lineal se amplia la
region de aplicacion del controlador LQR, y el indice de desempefio definido por el
control LQR es mejor que en el caso de la aplicacion del sistema linealizado. Esto
es posible ya que las ganancias del controlador dependen de la solucién de la
ecuacion diferencia de Ricatti, que en el caso del sistema equivalente lineal toma
en cuenta las dindmicas no lineales del sistema. Como trabajo futuro, se espera

comprobar el resultado en una plataforma experimental en un ambiente real.
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