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Resumen

Los métodos estadisticos para datos de conteo realizan bisquedas de modelos
probabilistas con la caracteristica de sobredispersion (o2 > p) en fenémenos
aleatorios. Es de interés analizar los modelos compuestos de Poisson, en patrticular,
la distribucion de probabilidad Poisson-Beta relacionado con la funcién
hipergeométrica confluente. El presente estudio tiene como objetivo describir el
comportamiento de la curva de la distribucion Poisson-Beta de tres parametros
mediante el software R Project. Este estudio se realiz6 con un enfoque cuantitativo
y de alcance descriptivo que consistid en una serie de codigos en R para la
simulacion de curvas de probabilidad acumulada y los célculos: mediana y curtosis.
Conclusiones: Se observaron, cuando o-fija y B-aumenta, que las curvas
sigmoidales se desplazaron hacia la izquierda, hacia arriba y aumenté la curtosis.
Cuando B-fija y a-aumenta, las curvas se desplazan hacia la derecha, hacia abajo y

disminuyo la curtosis.

Pistas Educativas Vol. 42 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas



Pistas Educativas, No. 138, enero 2021, México, Tecnoldgico Nacional de México en Celaya

Palabras Clave: Datos de conteo, distribucion Poisson-Beta, scModels,

sobredispersion, curvas sigmoidales.

Abstract

Statistical methods for counting data search for probabilistic models with the
characteristic of over-dispersion (62 > u) in random phenomena. It is of interest to
analyze the Poisson compound models, in particular, the Poisson-Beta probability
distribution related to the confluent hypergeometric function. The present study aims
to describe the behavior of the three-parameter Poisson-Beta distribution curve
using the R Project software. This study was carried out with a quantitative and
descriptive approach that consisted of a series of codes in R for the simulation of
cumulative probability curves and the calculations: median and kurtosis.
Conclusions: When a-fixed and B-increased, it was observed that the sigmoidal
curves shifted to the left, upwards and the kurtosis increased. When B-fixed and a-
increased, the curves shifted to the right, downward and the kurtosis decreased.

Keywords: count data, Poisson-Beta distribution, scModels, over-dispersion,

sigmoidal curves.

1. Introduccion

El analisis estadistico de variable aleatoria de conteo o de recuento sigue creciendo
el interés por los investigadores por la busqueda del mejor modelo probabilista para
fendmenos aleatorios que presentan sobredispersion. Entre las areas mas comunes
en las cuales se han aplicado el modelaje de variable de conteo son:

e Salud publica, el nUmero de asistencia a consulta externa con el médico
asignado, el numero de dias internado en el hospital por el paciente, el
namero de farmacos prescritos, o el numero de visitas a los servicios de
emergencia [Salinas-Rodriguez, Manrique-Espinoza & Sosa-Rubi, 2009].

e Ciencia actuarial, el nUmero de reclamaciones a pélizas de seguro a causa
de muertes o accidentes de automoévil [Gomez-Déniz, Sarabia & Prieto,
2009].
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e Educacion, el numero de ausencias en colegios por un periodo de tiempo, el
recuento de casos de acoso escolar o el nimero de errores ortograficos
presente en un examen escrito por los estudiantes [Hilbe, 2017].

e Transporte e Ingenieria de transito, los datos de conteos vehiculares en un
puente de cuota o el niumero de pelotones de los vehiculos circulantes
[Moreno-Quintero & Nieves-Cruz, 2019].

e Finanzas, el niumero de clientes embargados por incumplimiento de pago
hipotecario en diferentes entidades bancarias o la frecuencia de quiebra de
una institucion financiera durante un periodo de tiempo [Cameron & Trivedi,
1998], entre otros.

Lindsey (1995) define un dato de recuento como el nimero de eventos 0 sucesos
que ocurren en una misma unidad de observacidn en un intervalo espacial o
temporal definido. En la literatura estadistica se menciona al modelo de regresion
de Poisson como una herramienta para analizar variables de conteo ya que
presenta la bondad de capturar la naturaleza discreta (no negativa) de los datos de
recuento que proceden de eventos raros, y cumplen con el supuesto equidispersion,
esto consiste cuando los parametros media y varianza son iguales. Cuando no se
cumplen con el supuesto mencionado ya sea por infradispersion o por
sobredispersion, se utilizan otros modelos estadisticos tales como: regresion
binomial negativa, modelos de clase latente 0 modelos de ecuaciones estructurales
[Salinas-Rodriguez, Manrique-Espinoza & Sosa-Rubi, 2009], asi como también,
existen una amplia variedad de modelos compuestos de Poisson (también
denominados mixturas de Poisson), por mencionar algunos, Poisson-Beta, Poisson
Beta truncada tipo 2, Poisson-Beta de cuatro o cinco parametros [Vu, Wills, Kalari,
Niu, Wang, Rantalainen & Pawitan, 2016], Poisson Lindley-Beta prime [GOmez-
Déniz, Hernandez-Bastida & Fernandez-Sanchez, 2016], y recientemente la
distribucion la Poisson-Beta Exponencial [Mahmoudiy, Zamaniz & Meshkat, 2018].
En una revision somera en el motor de busqueda del sitio web ScienceDirect se
observd que existen muy pocos articulos cientificos referente a la distribucion de
probabilidad de Poisson-Beta en ambitos de investigacion aplicada y de estadistica
educativa. Se puede conjeturar que lo anterior se debe a las siguientes causas:
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La complejidad de la funcion hipergeométrica confluente ya que para obtener
los valores de esta funcion se requiere cOmputo avanzado.

La vulnerabilidad de los algoritmos de cémputo con respecto a la robustez
la funcion hipergeométrica confluente en ciertas regiones de los parametros
de la funcion.

La complejidad para calcular los estimadores de maxima verosimilitud. Por
lo anterior, el proposito de este trabajo es coadyuvar en el andlisis estadistico
de conteo para resolver la ausencia de conocimiento sobre algin modelo
probabilistico con la propiedad de sobredispersion, en nuestro caso, se logra
mostrando algunas caracteristicas graficas de la Poisson-Beta, es decir,
estas caracteristicas permitirAn generar un conocimiento sobre qué
tendencia de la curva se produce en diferentes condiciones de los tres
parametros. Por otro lado, se sabe que uno de los objetivos de los
investigadores es construir modelos de distribuciones de probabilidad
potenciales que representen el comportamiento tedrico de diferentes
fendbmenos aleatorios de la naturaleza. El propésito de modelar lo
observable es sin duda un requerimiento importante para el investigador
empirico, ya que con estos modelos se pueden experimentar en diferentes

escenarios paramétricos en donde la realidad no es viable.

El presente estudio tiene como objetivo describir el comportamiento de las curvas
de la distribucion de probabilidad Poisson-Beta de tres parametros mediante el

software R Project.

2. Métodos

El estudio de investigacion se realiz6 con un enfoque cuantitativo y de alcance
descriptivo que permitié determinar las caracteristicas numéricas y graficas de la
funcién de distribucion para una variable aleatoria compuesta Poisson-Beta.
Definicion. Una variable aleatoria X sigue una distribucién compuesta de Poisson si
la funcién de masa de probabilidad esta dada por la ecuacién 1. La funcion g, (1) es
la densidad de probabilidad para A > 0 [Karlis & Xekalaki, 2005].
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Definicion. Una variable aleatoria X sigue una distribucion de Poisson-Beta,
denotada por X~PB(a, 8, ¢), si X tiene una distribucion compuesta de Poisson dada

por la ecuacion 2.
X160 ~ 9(@0) y 6 ~ Be(a,B) (2)

El simbolo g (¢8) representa una distribucién de Poisson con media @8, ¢ > 0,0 <
0 < 1y Be(a, B) representa una distribucién Beta con parametros a > 0,8 > 0. Esta
distribucion compuesta se desarrollé en 1965 por Holla y Bhattacharya [Dodge,
2003]. Gémez-Déniz, Sarabia & Prieto (2009) mencionan que la funcién de masa
de probabilidad de una variable aleatoria X que sigue la distribucion Poisson-Beta
esta dada por la ecuaciéon 3.

e*T(a+ B)l'(a+x)

PU = xlaB,0) = rresre gy @t ma frx—g) @)

El espacio de valores para la variable X esx =0,1,2,... y ;F; es la funcion
hipergeométrica confluente de primera clase [Amrhein, Harsha & Fuchs, 2019a]

dada por la ecuacion 4.

N (@
1F1(aP bl Z) - (b)n n| (4)
n=0
El simbolo de Pocchamer, (a),,, esta dado por la ecuacion 5.
la+k
(a)k=a(a+1)(a+2)---(a+k—1)=% (5)

La funcion gamma se representa por I'(a) y por definiciéon (a), = 1.
GOmez-Déniz, Sarabia & Prieto (2009) demostraron que la media y la varianza para
una variable aleatoria Poisson-Beta estan dadas por la ecuacion 6,

respectivamente,

agp afp?

ap N
a+pB (a+p)(a+p+1)

y VX)) =

(6)

La metodologia desarrollada consiste en los siguientes puntos:
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Se enuncia la funcion de distribucion acumulativa para la variable aleatoria

de conteo compuesta Poisson-Beta, la cual esta dada por la ecuacion 7:

FlsaBe)=PX<x)= ) PX=ilape) ™

Para cualquier x € R, F(x; a, B, @) representa la probabilidad acumulada para
todos los valores menores o iguales a x, y esta funcion de distribucion nos
permite estudiar el comportamiento probabilistico de la variable aleatoria X al
variar los valores de los tres parametros.

En la problemética de busqueda de una distribucion de probabilidad potencial
gue se ajuste a los datos experimentales es usual realizar tanto la estimacion
de los parametros como el andlisis grafico del comportamiento de la curva de
distribucion de probabilidad, que se produce con los rangos de valores de
estos parametros; ya que éstos determinan la localizacion (¢), la forma («) y
la escala (8) de la curva. Asi que, se disefia un esquema de seleccion que
combine los diferentes valores de a, f y ¢, de acuerdo a: 1) ¢ y f son
multiplos de 4, 2) ¢ multiplo de 7 y 3) se crea una red de puntos discretos
(a,B), en forma cuadrangular en el plano parametral con ejes a y §; y esta
red se desplaza a lo largo del eje parametral ¢. De acuerdo al disefio de la
tabla 1, se analiza por simulacién el comportamiento de la curva de la funcién

de distribucion F(x; a, B, @).

Tabla 1 Disefio para la simulacion gréfica.

Serie1l | Serie 2 Serie 3 Disefio
a= 12 L =4,812,16,20 |

@ =14
B =12 a=4,8,12,16,20 1]
a= 12 | B =4,8,12,16,20 1

@ =21

p =12 a=4,8,12,16,20 v

Se elaboran cédigos de programacion (script 1) en R Project [R Core Team,
2018] para la simulacion grafica de la curva de distribucion de acuerdo con
los diferentes valores en los parametros establecidos en la tabla 1. Para esto,

se utiliza la libreria scModels, la cual es una coleccién de funciones que tiene
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como finalidad ajustar modelos de distribucion discreta para datos de conteo.
Esta libreria incluye las siguientes funciones computacionales:

v' Distribuciones tales como: Poisson, binomial negativa y Poisson-Beta.

v Implementacion de la funcién hipergeométrica confluente de Kummer.

v' Estimacién de parametros por maxima verosimilitud. Con respecto a

la distribucion Poisson-Beta, el parametro correspondiente a la

distribucion de Poisson se considera que sigue una distribucién beta

en el espacio (0,c) donde c es un parametro de escala numérico;

cuando ¢ = 1 se reduce a la beta clasica [Amrhein, Harsha & Fuchs,

2019b y Rdrr.io, 2019]. En la tabla 2 se muestra las funciones en R

utilizadas en la simulacién para el analisis de las caracteristicas

probabilisticas de la Poisson-Beta.

Tabla 2 Funciones de R utilizadas en el andlisis de la distribucidon de Poisson-Beta.

Funcién Sintaxis Argumento
Probabilidad dpb(x, alpha, beta, c) | x-vector de observaciones
Distribucién acumulada | ppb(g, alpha, beta, c) g-vector de cuantiles
Cuantiles gpb(p, alpha, beta, ¢) | p-vector de probabilidades
Aleatorios rpb(n, alpha, beta, c) | n nimero de observaciones

Se elaboran cédigos de programacion (script 2) para el calculo de la mediana
en cada curva de distribucion simulada por R Project. Se propone el céalculo
de la mediana ya que este valor representa la zona central de la distribucion
de probabilidad y ademas el comportamiento del valor de la mediana sera un
indicador comparativo entre las diferentes curvas. Para esto se utiliza la
funcién de cuantiles, gpb, establecido en la tabla 2.

Se elaboran cédigos de programacion (script 3) para determinar el valor de
la funcién de distribucion, F(x; a, B, ¢), cuando se evalla en el valor x tal que
x es el valor de la mediana proveniente de la funcion de distribucion
F(x;a =12,8 = 12,¢) para cada valor ¢ = 14y 21.

Se elaboran cddigos de programacion (script 4) para el calculo de la curtosis
para cada curva de distribucion simulada por R Project. Para esto, se utiliza
la libreria moments y el método de Monte Carlo para la simulaciéon 100,000
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valores de la variable Poisson-Beta. EI comportamiento de la curtosis es otro

indicador comparativo sobre el comportamiento de la curva.

3. Resultados
Simulacion gréafica de la distribucion Poisson-Beta

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos por las cuatro corridas del
script 1 en R Project generando una serie de graficas de las curvas funcion de
distribucion con las diferentes combinaciones de valores para los tres parametros
establecidos por la tabla 1. En la figura 1 se muestran cuatro curvas con los
parametros ¢ = 14, a = 12 fijos y variando al parametro § con valores de acuerdo
a los cinco primeros multiplos de 4.
En la figura 2 se muestran cuatro curvas con los parametros ¢ = 14, g = 12 fijosy
variando al parametro a de acuerdo con los cinco primeros multiplos de 4.
En la figura 3 se muestran cuatro curvas con los parametros ¢ = 21, a = 12 fijos y
variando al parametro § con valores de acuerdo con los cinco primeros multiplos de
4,
En la figura 4 se muestran cuatro curvas con los parametros ¢ = 14, f = 12 fijos y
variando al parametro a con valores de acuerdo con los cinco primeros multiplos
de 4.
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Figura 1 Distribucion Poisson-Beta obtenida por Rcon ¢ = 14y a = 12.
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Figura 2 Distribucion Poisson-Beta obtenida por Rcon ¢ = 14y f = 12.
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Figura 3 Distribucion Poisson-Beta obtenida por Rcon ¢ = 21y a = 12.
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Figura 4 Distribucion Poisson-Beta obtenida porRcon ¢ = 14y f = 12.
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Algunas caracteristicas probabilisticas de F(x; a, B, ¢)

A continuacion, se muestran los resultados de las caracteristicas probabilisticas
de la distribucidon Poisson-Beta tales como: mediana, probabilidad y curtosis,
obtenidos por las corridas de los scripts 2, 3y 4 implementados en R Project bajo la
estructura de los cuatros disefios. En las tablas 3 y 4, en la segunda columna,
aparecen los valores de las diferentes medianas calculadas de acuerdo a la serie
de valores ascendente del pardmetro variante (¢ 0 8); ycuando ¢ = 14, a = 8 = 12
la mediana obtenida, med = 7, se considera como un valor referente en las
comparaciones posteriores de las curvas en los disefios | y II. En la tercera columna,
aparecen los valores de la funciéon de distribucion evaluada en med = 7. En la Gltima

columna, estan las distintas curtosis de acuerdo al parametro variante.

Tabla 3 Disefio I: Caracteristicas estimadas para F(x; a = 12,8, ¢ = 14).

Parametro variante Mediana Funcién de distribucién Curtosis
Bi x; = Fz1(0.50) | Fg(7;a=12,B = B;, ¢ = 14) kg,
B =4 10 0.1263 3.0989
B, =8 8 0.2974 3.1538
By =12 7 0.4658 3.1890
B, =16 6 0.6050 3.2853
Bs =20 5 0.7112 3.3875

Tabla 4 Disefio II: Caracteristicas estimadas F(x; a, 8 = 12, ¢ = 14).

Parametro variante Mediana Funcién de distribucién Curtosis
a; x; = F;*(0.50) | Fp(7;a =a, B =12, = 14) ke,
a; = 4 3 0.8880 3.8374
a,= 8 5 0.6584 3.4458
az; =12 7 0.4658 3.1930
a, =16 8 0.3355 3.1924
as =20 9 0.2507 3.1465

En las tablas 5y 6 se construyeron en forma analoga a las tablas 3 y 4; en la tercera
columna se presentan los valores de la funcion de distribucion evaluada en med =
10, este valor representa la mediana obtenida cuando a = =12y ¢ =21y se
considera como un valor referente en las comparaciones posteriores de las curvas

en los disefios 11l y IV.

Pistas Educativas Vol. 42 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas



Pistas Educativas, No. 138, enero 2021, México, Tecnoldgico Nacional de México en Celaya

Tabla 5 Disefio lll: Caracteristicas estimadas F(x; a = 12,8, ¢ = 21).

Parametro variante Mediana Funcidén de distribucién Curtosis
Bi x; = Fﬁ‘il(O.SO) Fp,(10; @ = 12,8 = B, = 21) kg,
B =4 16 0.0772 3.0569
B, =8 12 0.2396 3.0856
B =12 10 0.4242 3.1818
B, =16 9 0.5854 3.2609
Bs = 20 8 0.7095 3.2978

Tabla 6 Disefio IV: Caracteristicas estimadas F(x; a, f = 12, = 21).

Parametro variante Mediana Funcion de distribucién Curtosis
a; x; = F;;*(0.50) | F,,(10;a = a;, B = 12,9 = 21) ke,

a, = 4 5 0.8981 3.7562

a,= 8 8 0.6468 3.3665

a; =12 10 0.4242 3.1529

a, =16 12 0.2772 3.1177

as =20 13 0.1870 3.0805

4. Discusion

Se analiza el comportamiento de la curva de la funcién de distribucion Poisson-
Beta para conocer las tendencias o patrones en los cuatro disefios de simulacion
establecidos en la tabla 1.
En el disefio |, cuando B crece, se observa que la curva sigmoidal se desplaza hacia
la izquierda sobre el eje X ya que el valor de la mediana se acerca al origen (tabla
3). En el eje Y, la curva sigmoidal se desplaza hacia la cota superior y = 1, esto se
ilustra en la figura 1 cuando se evalla la funcion de distribucion, Fg (x; @ = 12,8 =
Bi, @ = 14), en el valor de la mediana, x = 7. Asi que, Fg (7) — 1y la curtosis, kg,
aumenta, esto significa que la frecuencia de la observacion x = 0 se incrementa, asi
como también en la zona central de la distribucibn cada vez aumenta su
concentracion de datos (menor dispersion) alrededor de la media, lo cual indica que
en sus colas hay menos casos acumulados que en las colas de una distribucion
normal.
En el disefio I, cuando a crece, se observa que la curva sigmoidal se desplaza hacia

la derecha sobre el eje X ya que el valor de la mediana se aleja del origen (tabla 4).
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En el eje Y, la curva sigmoidal se desplaza alejandose de la cota superior y = 1,
esto se ilustra en la figura 2 cuando se evalia la funcion de distribucion,
Fo,(x;a = a;, f = 12, = 14), en el valor de la mediana, x = 7. Asi que, F,,(7) - 0
y la curtosis, kg, disminuye, esto significa que disminuye la frecuencia de la
observacion x =0, y ademas en la zona central de la distribucion cada vez
disminuye su concentracién de datos (mayor dispersién) alrededor de la media, lo
cual indica que en sus colas hay mas casos acumulados que en las colas de una
distribucion normal.

En el disefio lll, de manera analoga al disefio I, cuando f aumenta, se observa que
la curva sigmoidal se desplaza tanto hacia la izquierda como hacia la cota superior
y =1 (tabla 5), esto se ilustra en la figura 3 cuando se evalta la funcién de
distribucion, Fz (x; a = 12,8 = B;, ¢ = 21), en el valor de la mediana, x = 10. Asi que
Fp.(10) — 1 y la curtosis, k4, aumenta independientemente del parametro ¢. Por
otro lado, en forma cualitativa la rapidez del desplazamiento es de moderada a lenta
cuando 8 > a.

En el disefio IV, de manera analoga al disefio Il, cuando a crece, se observa que la
curva sigmoidal se desplaza hacia la derecha y alejAndose de la cota superior y =
1, esto se ilustra en la figura 4 cuando se evalla la funcion de distribucion,
Fo,(x;a = a;, f = 12, = 21), en el valor de la mediana, x = 10. Asi que, F,(10) -
0 y la curtosis, kg, disminuye independientemente del parametro ¢. Por otro lado,
en forma cualitativa la rapidez del desplazamiento es de moderada a lenta cuando
a>p.

5. Conclusiones

En los disefios de simulacion | y Ill se observan que las curvas sigmoidales se
desplazan en forma horizontal hacia la izquierda y en forma vertical hacia arriba,
cuando el valor de a se fija y el parametro f aumenta. Ademas, se observa un
incremento moderado en el apuntamiento (curtosis) de la curva implicando una
mayor concentracion de datos alrededor de la media, y esta concentracion se

acerca cada vez alrededor del valor de la variable 0.
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En forma analoga, en los disefios Il y IV, se observan que las curvas sigmoidales se
desplazan en forma horizontal hacia la derecha y en forma vertical hacia abajo,
cuando el valor de B se fija y el parametro ¢ aumenta. Ademas, se percibe que
disminuye el apuntamiento (curtosis) de la curva implicando una disminucién de la
concentracion de datos alrededor de la media, y esta concentracion se aleja del
valor de la variable O.

En los cuatros disefios se observa que la distribucién Poisson-Beta es de la forma
leptocurtica debido a la alta concentracion de los datos alrededor de la media. En el
caso particular cuando a = B, la curva de la distribucién se desplaza a la derecha
conforme el valor de ¢ aumenta.

Este trabajo tiene como limitacion no haber simulado curvas para distintas parejas
(a,B) fijas y ¢variante con la finalidad de conocer el comportamiento de la

probabilidad acumulada.
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