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Resumen

El estudio que se reporta toma como referencia el andlisis de las construcciones
mentales que se ponen en juego al abordar el concepto de integral definida, las
cuales son: Acciones, Procesos y Objetos. Con base en la informacion obtenida
se disefaron tareas de acuerdo a su nivel cognitivo para propiciar una evolucion
en el desarrollo de su conocimiento del concepto en estudio. Se trabajé con una
muestra de 14 estudiantes de nivel superior, quienes resolvieron un cuestionario
relacionado con la integral definida. Los resultados sefialan que los estudiantes se
encuentran en diferentes etapas de construccién del concepto, ya que el 78%
mostré evidencia de una concepcion Accion al tener que realizar cada uno de los
pasos en la resolucion de los problemas propuestos, el 35% parece haber ido un
poco mas alla, en el sentido de que mostré evidencia del trabajo con objetos
genéricos y el 7% parece haber encapsulado el conocimiento, ya que fue capaz
de identificar las caracteristicas para que una funcion sea integrable y de construir
nuevas integrales. Por ello, se disefiaron tareas de acuerdo a la etapa de
construccion en la que se encuentran.

Palabras Claves: Disefo de tareas, etapas de la teoria APOE, integral definida
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Abstract

The study that is reported takes as reference the analysis of the mental
constructions that are put into play when approaching the concept of definite
integral, which are: Actions, Processes and Objects. Based on the information
obtained, tasks were designed according to their cognitive level to promote an
evolution in the development of their knowledge of the concept under study. We
worked with a sample of 14 higher level students, who resolved a questionnaire
related to the defined integral. The results indicate that the students are in different
stages of construction of the concept, since 78% showed evidence of a conception
Action having to perform each of the steps in the resolution of the proposed
problems, 35% seems to have gone a little further, in the sense that it showed
evidence of work with generic objects and 7% seems to have encapsulated
knowledge, since it was able to identify the characteristics for a function to be
integrable and to build new integrals. Therefore, tasks were designed according to
the construction stage in which they are located.

Keywords: Definite integral, design of tasks, stages of APOE theory.

1. Introduccion

Diversas investigaciones que se han realizado sobre problemas del aprendizaje

del Célculo Diferencial e Integral de funciones reales [Orton, 1983], [Bezuidenhout,
2000], [Mufioz, 2000], coinciden en que la mayor parte de ellos tienen su origen, en
primera instancia, en una incomprension de los conceptos basicos y fundamentales
del calculo, por lo que uno de los retos que enfrentan los profesores en las aulas,
consiste en recuperar el significado de los conceptos que estan inmersos en el
Célculo, utilizando la capacidad numeérica, grafica y simbodlica que el medio
computacional ofrece en la actualidad.
Las dificultades que presentan los estudiantes de ingenieria en la comprension de
la integral definida han motivado el desarrollo de investigaciones que intentan
explicar las razones de tales dificultades desde diferentes enfoques: teoria de las
representaciones [Narro, 2011], teoria APOE, [Boigues, 2009], [Jiménez, 2017],
teoria de Campos Conceptuales [Mufioz, 2000].

Pistas Educativas Vol. 40 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas
~696~



Pistas Educativas, No. 130, noviembre 2018, México, Tecnoldgico Nacional de México en Celaya

Desde la perspectiva de las representaciones, con el objetivo de indagar si los
estudiantes de diferentes ramas de ingenieria logran la aprehension conceptual de
la integral definida y la aplican a la resolucion de problemas, [Narro, 2011] realizé
un estudio con 176 estudiantes de ocho especialidades de ingenieria. Ella
concluyd que el aprendizaje logrado consiste en acercamientos a la aprehension
de alguna representacion semidtica, principalmente la algebraica (pueden
proceder algoritmicamente aplicando reglas y algoritmos) y en menor proporcion
la geométrica; que no han reflexionado sobre la interpretacion del concepto ni
logran aplicarlo a la resolucién de problemas.

Desde el enfoque de la teoria APOE (por ser las siglas de las construcciones
mentales que se ponen en juego al abordar cualquier concepto matematico y que
son estudiadas por esta teoria: Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas), algunos
investigadores plantean la necesidad de relacionar la sucesiéon de sumas de
Riemann con su dependencia del valor n de la particibn, como una manifestacion
de la relacion entre la sucesion de sumas de Riemann y el paso al limite que
configura el significado de la integral definida [Boigues, 2009].

Desde la teoria de Campos Conceptuales se plantea la probleméatica de la
ensefianza del Calculo Integral como un desequilibrio entre lo conceptual y lo
algoritmico, en el sentido de que se ensefian procedimientos para calcular
integrales mediante los métodos de integracion y hasta que se abordan las
aplicaciones es cuando se estudian aspectos relacionados con la integral [Mufioz,
2000].

En el presente documento se reporta un estudio realizado sobre el concepto de
integral definida, el cual tiene como finalidad mostrar las etapas cognitivas de
acuerdo con la teoria denominada APOE en la que se encuentran los estudiantes

en relacién con dicho concepto.

Problematica de investigacion y su justificacion
Generalmente los grupos de Calculo de primer semestre estan conformados por
estudiantes que cursaron el nivel medio superior en bachilleratos generales o en

areas especificas (fisicomatematicas, administrativa, bioldgica). Esto conduce a la
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formacion de grupos que incluyen estudiantes que han tenido o no un primer
acercamiento a los conceptos propios del calculo, como derivacion e integracion
y, dentro de los que ya han tenido una primera aproximacion a los conceptos, se
pueden identificar estudiantes con diferentes niveles de comprension. El que no
todos los estudiantes hayan construido algunos conceptos que son fundamentales
para construir nuevos conceptos al abordar los temas de las distintas asignaturas
que llevaran a lo largo de su carrera, provoca en el estudiante situaciones adversas
durante su trayectoria académica, convirtiendose en un problema que debe ser
resuelto entre el maestro y el estudiante, que en la mayoria de los casos recae la
solucién solo en el estudiante, quien busca alternativas que lo ayuden a resolver
la serie de situaciones desencadenadas por las deficiencias conceptuales con las
que ingres6 al nivel superior. Esta problematica motivd a desarrollar esta
investigacioén, la cual se limité a trabajar con uno de los conceptos fundamentales

en Célculo, que es el de la integral definida.

Objetivo de la investigacion

Identificar las etapas en las que se encuentran los estudiantes de acuerdo a la
teoria APOE, mediante la resoluciéon de actividades sobre la integral definida, para
proponer tareas que involucran a este concepto y, que vayan acordes a la etapa

en la que se encuentre el estudiante.

Referentes tedricos

La teoria APOE se basa en la idea de Abstraccién Reflexival de Piaget y ha
sido reconstruida para el desarrollo de nociones mateméaticas mas avanzadas.
Esta teoria proporciona un ciclo de investigacion, que integra tres componentes:

e Analisis teorico.

e Disefio e implementacion de ensefianza.

! La abstraccion reflexiva consiste de dos partes. La primera parte, involucra la reflexion en dos sentidos: el primero en el
sentido de tomar conciencia de los contenidos y las operaciones sobre esos contenidos, el segundo, en el sentido de reflejar
el contenido y las operaciones desde un nivel o estado cognitivo mas bajo a un nivel mas alto (es decir, desde procesos a
objetos). La segunda parte, consiste en la reconstruccion y la reorganizacion de los contenidos y las operaciones en esta
etapa superior, donde resulta que las operaciones mismas se convierten en contenidos a los cuales se pueden aplicar
nuevas operaciones (Piaget y Garcia, 1973, citado en Arnon, et al. 2014, p.6).
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e Observacion, analisis y verificacion de datos.

El propésito del andlisis tedrico de un concepto es proponer modelos que pueden
desarrollarse en la mente de un individuo cuando esta tratando de aprender un
concepto matematico. Este modelo es conocido dentro de esta teoria como
descomposicion genética preliminar del concepto, el cual es un conjunto
estructurado de construcciones mentales que pueden describir como el concepto

puede desarrollarse en la mente de un individuo [Arnon, 2014].

Estructuras y mecanismos mentales

Desde el punto de vista de la teoria APOE los individuos dan sentido a los
conceptos matematicos mediante la construccion y el uso de estructuras (o
construcciones) mentales denominadas Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas,
llamadas etapas en la construccion de un concepto. Esas estructuras surgen como
resultados de mecanismos mentales como la interiorizacién, encapsulacion,
coordinacion, reversion, desencapsulacion y tematizacion.
Posteriormente, esta primera descomposicidon se usa como base teorica para
disefiar materiales que se utilizan en el salon de clase, asi como instrumentos de
investigacion que se pueden utilizar en la ensefianza y aprendizaje de dicho
concepto. Con base en los resultados del conocimiento de los individuos antes y
después de la ensefianza y el aprendizaje de dicho concepto, se refina la
descomposicion genética para que sea mas congruente con la forma en que
realmente aprenden los individuos. Este procedimiento se repite, en principio,
todas las veces que sea necesario, hasta que se considere que la descomposicion
propuesta permite tanto ensefiar de manera efectiva como explicar las
construcciones mentales de los individuos cuando estan aprendiendo un concepto
determinado [Trigueros, 2005].
En una descomposicién genética se destacan las construcciones mentales, la
relacion entre ellas y los mecanismos mentales que un individuo podria realizar en
la compresion de un concepto. Una construccion de Accion es una transformacion

gue ocurre como una reaccion a estimulos que el individuo percibe esencialmente
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como externos (una férmula, un algoritmo, un conjunto de reglas). Una
construccion de Proceso es una transformacion que ocurre como resultado de una
reflexion propiciada por la repeticion consciente de acciones que conduce al
individuo a pensar en como llevar a cabo el mismo tipo de accion, sin la necesidad
de estimulos externos, ademas de describir los pasos involucrados en la
transformacion e incluso invertirlos teniendo de esta manera mas control de la
misma [Dubinsky, 2001], [Trigueros, 2005]. Un Proceso puede ser resultado de la
interiorizacion de una Accion, pero también puede generarse por la coordinacion
de dos o0 mas Procesos; este mecanismo permite establecer relaciones entre los
Procesos para determinar nuevos Procesos (mediante el uso de operaciones
aritméticas “+, -, *, /”, conectores légicos “A, V” entre otros). Una construccion de
Objeto se logra mediante el mecanismo de encapsulacién, que consiste
basicamente en la conversién de una estructura dindmica (un Proceso) en una
estructura estatica (un Objeto), la cual se genera cuando el individuo tiene la
necesidad de transformar un Objeto para resolver una situacion [Arnon, 2014].

La realizacion de las construcciones mentales sobre un topico determinado
conduce al individuo al desarrollo de concepciones?: un individuo con una
concepcion Accion del nuevo concepto requiere de informacion que le indique paso
a paso como realizar la transformacion, donde cada paso de la transformacion
necesita ser realizado. Un individuo con una concepcion Proceso del concepto
tiene la habilidad para imaginar que se han realizado todos los pasos de la
transformaciéon sin necesidad de haber ejecutado cada uno de ellos de manera
explicita y es capaz de saltarse pasos e incluso invertirlos. Un individuo con una
concepcion Objeto del concepto concibe un Proceso como un todo y es capaz de
actuar sobre él y, realiza y construye transformaciones sobre su totalidad [Arnon,
2014].

En esta teoria se describe un esquema de un individuo, para un tépico matematico,

como un conjunto coherente de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas

2 McDonald et al. (2000) hacen una distincién entre concepcion y concepto, el primero es intrapersonal (las ideas o la
comprensién del individuo) y la segunda es comunal (acordado por los matematicos). En la teoria APOE, una concepcion
se desarrolla como un resultado de la actividad reflexiva y el concepto se refiere a la comprension colectiva de ese
contenido por la comunidad de matematicas. (citado en Arnon, et al., 2014, p. 18)
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previamente construidos, al que se recurre para tratar con una situacion
matematica nueva. El término coherente se usa en el sentido que éste da, explicita
o implicitamente, un medio para determinar cual fendmeno esta en el ambito del
Esquema y cudl no [Dubinsky, 2001].
Cuando un individuo se enfrenta a una situacion matematica especifica, evoca un
Esquema para resolverla y pone en juego aquellos conceptos que estan
disponibles para él en ese momento, asi como el tipo de construcciones que posee
del concepto (Acciones, Proceso y Objetos) y utiliza relaciones entre esos
elementos. Al respecto [Trigueros, 2005] afirma que:
“Ante una misma situacion, diferentes estudiantes pueden utilizar los mismos
conceptos y diferentes relaciones logicas entre estos conceptos. El tipo de
relaciones logicas que cada sujeto establece entre los elementos que utiliza,
asi como el tipo de construcciones que hace sobre el concepto matematico,
depende del conocimiento matematico que tenga. Se espera que a mayor
conocimiento se hayan construido mas relaciones y que estas relaciones
formen estructuras cognitivas coherentes en el sentido de que el individuo
distinga claramente aquellas situaciones que pueden tratarse poniendo en

juego un esquema especifico y aquellas para las que no es adecuado” [p. 11].

Asi, cuando los estudiantes resuelven un mismo problema, es posible identificar,
en las Acciones que realizan, Esquemas en distintos grados de formacion o
estructuracion dependiendo del tipo de relaciones que pueden manifestarse como
construidas. En la figura 1 se esquematiza la relacion entre las estructuras y los

mecanismos mentales para construccion de conceptos matematicos.

a Interiorizacion I
e "“""-'%';:::__\
f |'r. ’/
Accién 2
PSS Coordinacion
Objeto (s) Objeto m Reversion
\ Previos Y:,n‘l@‘?b /"‘

Figura 1 Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de
conceptos matematicos [Arnon, 2014].

Pistas Educativas Vol. 40 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas
~701~



Pistas Educativas, No. 130, noviembre 2018, México, Tecnolégico Nacional de México en Celaya

2. Métodos

El estudio se realiz6 en tres etapas (figura 2), en la primera etapa denominada
disefio, se selecciond la muestra de estudiantes con los que se trabajaria y se
disefo el cuestionario, con la finalidad de identificar los conocimientos que tenian
los estudiantes con relacion al concepto de integral definida.

En la etapa 2 denominada ejecucion, se aplicé el cuestionario a la muestra de
estudiantes, se efectu6 una revisién general de las respuestas dadas por los
estudiantes, se determinaron categorias y de acuerdo a ellas es como se
clasificaron las respuestas de los participantes.

En la etapa 3, llamada evaluacion, se organizaron las respuestas de acuerdo a
las etapas de la teoria APOE.

Con la informacion obtenida se disefiaron actividades que van acorde a los niveles

en los que se encuentran los estudiantes de acuerdo a la teoria APOE.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
Disefio Ejecucion Evaluacion

Determinacién de
categorias y clasificacion
de respuestas en las
categarias

-Descripeidn de la muestra

-Aplicacion del cuestionario

-Categorizacion de las
respuestas de acuerdo a las

-Disefio del cuestionaria etapas de |a tearia APOE

-Propuesta de actividades
de acuerdo a |a Tearia APOE

Figura 2 Etapas del método empleado en la investigacion.

Etapa 1. Disefo
Descripcion de la muestra

Inicialmente se contemplé un grupo formado por 30 estudiantes que se
encontraban cursando la asignatura de Calculo en su primer semestre de la carrera
de Ingenieria en Sistemas Computacionales. El dia en que se aplicé el cuestionario
varios estudiantes llegaron después de iniciado la aplicacion del cuestionario, por
lo que ya no participaron y soélo estuvieron presentes desde el inicio de la sesion
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14 de los estudiantes del grupo, por lo que sélo se contempld a esta cantidad de
estudiantes para la investigacion. Los participantes proceden de diferentes areas
del nivel medio superior: fisicomatematica, contador-administrativo y bachillerato

general. La edad de los estudiantes esta entre 18 y 19 afos.

Cuestionario diagndstico

El cuestionario diagnéstico sobre la integral definida esta conformado por 7
items, que toman en cuenta las diferentes etapas de la construccion del
conocimiento, de acuerdo a la teoria APOE. Las cuestiones abordadas se

muestran en la tabla 1.

Tabla 1 Cuestionario diagnéstico de integral definida.

Reactivos
1 ¢Como le explicarias a un compafero el significado de f:f(x)dx?
Describe y da un ejemplo.
, | ¢Coémo le explicarias a un compafiero el significado de F(x) = f;f(t)dt?

Describe y da un ejemplo.

3
Evaluar la integral definida f_z(x + 2) dx usando:
3 a) La definicién de limite.
b) Una interpretacion geométrica.
c) Reglas de integracion.

[1 FGdx = 0y [ f(x) dx = 5 Hallar:
a) [ fodx

4| by [ feodx - 2 f(x)dx

o [ 3f(x)dx

d) [ 3f(x)dx

Determina si la funcion f (x) = s integrable en el intervalo [3,5]. Escribe

una breve explicacion
Proporciona un ejemplo (si es posible) de una funcion que sea integrable en

el intervalo [-1,1], pero no continua en [-1,1]
. L 8i2 . - b
7 Escribe la expresion lim Z?zli como una integral deﬂmdaf f(x)dx.
n—-+oo n3 a

Después de la aplicacion del cuestionario, se revisaron las respuestas dadas por
los estudiantes y se clasificaron en categorias. Con esta informacion se hizo la

categorizacion de acuerdo con las etapas de comprension del concepto de integral
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definida que plantea la teoria APOE. Estas acciones corresponden a la Etapa 3 del
método de investigacion, asi como a la parte de resultados del presente

documento.

3. Resultados

En este apartado del documento se contempla lo correspondiente a la etapa 3

del método de investigacion empleado.

Etapa 3. Evaluacion

Primero se proporcionan los resultados obtenidos del cuestionario diagnostico,
usando para ello una tabla por cada pregunta del cuestionario. Las respuestas
dadas a las preguntas abiertas fueron clasificadas en categorias, de acuerdo a lo
expresado por los estudiantes, anotandose la frecuencia de aparicion de las
mismas expresadas como porcentajes, con la finalidad de hacer un conteo y
mostrar los resultados de forma cuantitativa y su correspondiente analisis
cualitativo.

En la tabla 2 se presentan los resultados obtenidos en la pregunta 1, que dice:
. . , ~ . - b .
¢, Como le explicarias a un compafero el significado de fa f(x)dx? Describe y da

un ejemplo. Las categorias asociadas a la primera pregunta fueron: Concepcién
que tienen los estudiantes de la integral definida, considerandose 4 opciones, las
cuales fueron: como un area, como el proceso inverso de la derivada, como una
suma infinita y otra, que no guarda relacién con la integral. La segunda categoria
fue la ejemplificacién de una integral definida, empleando para ello: Una expresion

especifica de una funcién, una funcion genérica y no ejemplaron.

Tabla 2 Resultados de la pregunta 1.

Categorias Funcion Funcién No
Concepcién de integral definida/Ejemplificacion especifica genérica ejemplifican
Es un area 35.7% 21.4% 14.3%
Es el proceso inverso de la derivada 21.4% 14.3% 0

Es una suma infinita 0 7.1% 0
Otra-sin relacion con la integral 0 0 7.1%
Total 57.1% 42.8% 21.4%
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La concepcion de integral definida que tiene el 57% de la muestra de estudiantes
es el de area y de este porcentaje el 35% empled una funcion especifica para
ejemplificar, el otro 21 % se encuentra en una etapa de generalizacion.

En la tabla 3 se presentan los resultados del reactivo 3. En éste se solicita a los
estudiantes calcular una integral de una funcion especifica, en particular una
funcién lineal, en un intervalo usando diferentes acercamientos, la integral como
un limite, la integral como un area (representacion geométrica) y mediante las

reglas de integracion.

Tabla 3 Resultados del reactivo 3

c . Usando la Representacion Regla de
ategorias Lo . s

definicién de limite geomeétrica Barrow
Identifica y resuelve correctamente 7.1% 35.7% 71.4%
Identifica y no resuelve correctamente 21.4% 7.1% 21.4%
Identifica y no resuelve 0% 50% 0%
No identifica la representacion 7.1% 0% 0%
No responde 64.3% 7.1% 7.1%

En la tabla 3 se observa que 71% de los estudiantes resolvio la integral definida
empleando la regla de Barrow, lo que implica que estos estudiantes trabajan mejor
usando técnicas de integracion que a través de otra representacion. En la tabla 4

se presentan los resultados obtenidos del reactivo 4. En éste se proporciona el
valor de dos integrales, a saber, f_llf(x)dx =0y folf(x) dx =5, con base en

estos valores se solicita al estudiante determinar el valor de otras integrales.

Tabla 4 Resultados del reactivo 4

Correctas Incorrectas No responde
0
ff(x)dx 64.3% 14.3% 21.4%
-1
1 0
ff(x)dx— ff(x)dx 35.7% 35.7% 28.6%
0 -1
1
fo(x)dx 71.4% 0% 28.6%
-1
1
f 3f(x)dx 71.4% 0% 28.6%
0
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De acuerdo con los resultados arrojados en el reactivo 4, entre el 35% y el 71% de
los estudiantes muestra evidencia que puede operar con objetos genéricos.
En la tabla 5 se presentan los resultados obtenidos del reactivo 5. En el que se

solicitaba valorar la integrabilidad de una funcion en un intervalo dado.

Tabla 5 Resultados del reactivo 5.

Categorias No es Sies No

. : Total

integrable integrable responden

R.econo.cm_wlento de un_,punto de 14.3% 0% 0% 14.3%
discontinuidad de la funcion
Reconocimiento .o,le una asintota 14.3% 0% 0% 14.3%
vertical de la funcion
Uso de la regla de Barrow
correctamente. No hay logaritmos 14.3% 0% 0% 14.3%
de valores negativos
No hay un area encerrada 7.2% 0% 0% 7.2%
_Uso de la regla de Barrow de forma 0% 14.3% 0% 14.3%
incorrecta
No justifica 0% 7.2% 28.4% 28.4%
Total 50.1% 21.5% 28.4% 100.0%

En el reactivo 5, el 28% no responde, el 21% indica que la funcidn si es integrable
y el 50% de los estudiantes sefiala que la funcion no es integrable, en sus
argumentaciones manifiestan que la funcion tiene una discontinuidad infinita, una
asintota o no hay un area encerrada o limitada.

Las tablas de los reactivos 6 y 7 no se agregan debido a que no es posible hacer
una clasificacion de las respuestas porque un alto porcentaje de estudiantes no
respondié. De acuerdo con los resultados mostrados en las tablas 3 a la 6, se
realizd una clasificacion con base en las etapas de la teoria APOE (Acciones,
Procesos, Objetos). En la segunda columna de la tabla 6 se presentan los
indicadores correspondientes a cada una de las etapas, estos indicadores no son
excluyentes, por lo que hay estudiantes que pueden estar en dos o mas de ellos.
En la Ultima columna se encuentran los porcentajes de los estudiantes que se han
clasificado de acuerdo a los indicadores representativos de los distintos niveles de
la teoria APOE.

Con base en la categorizacion llevada a cabo de los resultados obtenidos, se

disefiaron tareas de acuerdo a las etapas que plantea la teoria APOE con la
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intencion de que los estudiantes puedan ir avanzando en el desarrollo de su

conocimiento.

Tabla 6 Clasificacion de los estudiantes de acuerdo a las etapas de la teoria APOE.

Etapas de la

Porcentaje de

Teoria APOE Indicadores estudiantes
Recordar formulas 71.4%
Explicacibn de la ,|_ntegral 35,704

. usando valores especificos
Acciones — -

Uso de los distintos registros
(algebraico y gréfico) para 42.8%
mostrar casos especificos

Etapas de la indicadores Porcentaje de

Teoria APOE estudiantes

Célculo de la integral definida

o 71.4%
usando valores especificos.

Etapas de la Porcentaje de

Teoria APOE Indicadores estudiantes
Explicacion de Ia, . integral 42 8%
usando valores genéricos
Uso de los distintos registros
(numérico, algebraico y 42.8%

Procesos o .

gréfico) para generalizar.
Célculo de integrales
mediante la regla de Barrow 71.4%
usando elementos genéricos.

Objeto Hablar_ de las caracteristicas 7 1%
del objeto
Construir nuevas integrales 7.1%

Propuesta de tareas acorde a las etapas de la teoria APOE

En la tabla 7 se presentan ejemplos de tareas de acuerdo a las etapas de la
teoria APOE.
En la primera tarea se requiere del trabajo con objetos concretos, una expresion
de una funcién especifica, un intervalo dado y un nimero fijo de subintervalos. Este
tipo de tareas se deben presentar a estudiantes que no han tenido un primer
acercamiento al concepto y aquellos que muestran una concepcion Accion del
concepto de integral definida.
En la segunda tarea se plantea el trabajo con objetos genéricos, cualquier funcion,
cualquier intervalo, con diferente nimero de subintervalos. Este tipo de tareas
puede presentarse a estudiantes que muestren evidencia de haber interiorizado el

trabajo con objetos especificos y que pueden imaginar el trabajo con objetos
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genéricos. En la tercera tarea se requiere pensar en el proceso como un todo para
identificar sus caracteristicas y poder operar con él. Este tipo de situaciones
pueden presentarse a estudiantes que muestran evidencia de haber encapsulado

el proceso en un objeto.

Tabla 7 Disefio de tareas.

Etapa Teoria APOE Tareas

Calcular la suma de Riemann inferior de las funciones , en el
intervalo (I) indicado y el nimero de rectangulos (n) dado.

Escribe una explicacién de cuando la suma inferior es positiva y
cuando es negativa.

Escribe una expresion para determinar una suma de Riemann
inferior de una funcién f, en un intervalo I, con n subintervalos.
Explica qué ocurre a medida que aumenta el numero de
subintervalos.

Propén dos funciones discontinuas en un intervalo cerrado con las
cuales es posible calcular una suma de Riemann inferior para
cualquier particion de ese intervalo y dos con las cuales no es
posible.

a) ¢Qué caracteristica tienen en comun las dos funciones con
las cuales es posible calcular una suma de Riemann inferior
para cualquier particién?

b) ¢Qué caracteristica tienen en comuin las dos funciones con
las cuales no es posible calcular una suma de Riemann
inferior para cualquier particion?

¢) Escribe una particién de un intervalo cerrado para la cual no
es posible calcular una suma de Riemann inferior para los
otros dos ejemplos, muestra la gréafica de los rectangulos y
justifica tu respuesta.

Accién

Proceso

Objeto

4. Discusion

En este apartado se realiza un analisis de caracter cualitativo de las respuestas
del cuestionario para profundizar en los procesos cognitivos de los estudiantes en
relacion con las etapas de la construccion del concepto de integral definida, de
acuerdo a la teoria APOE.
Con relacion a la pregunta 1, se identificaron tres ideas que los estudiantes tienen
de la nocién de integral definida: como area, como un proceso inverso de la
derivada y como una suma infinita. Ademas, se detectd el trabajo con objetos
especificos o genéricos. De acuerdo con las respuestas de los estudiantes se
obtuvo que la idea de integral definida que predomina es la de area, seguida de la

idea de integral definida como el proceso inverso de la derivada. Ambas son
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ejemplificadas preferentemente usando una funcion especifica. También se
observa que soélo un estudiante de los 14 hizo referencia a una suma de
diferenciales.

Respecto a la pregunta 2, el 14% de los estudiantes participantes establecieron
una diferencia entre la integral definida (un namero) y la integral indefinida (una
funcién). El resto de los estudiantes sdlo realizdé un parafraseo de la explicacion
dada en la pregunta 1.

Con relacioén al reactivo 3, un elevado porcentaje de los estudiantes participantes
identific6 que hay diferentes representaciones de la integral definida pero no
lograron hacer un uso correcto de dos de las representaciones (idea de limite y
representacion geométrica). A diferencia de la representacion algebraica mediante
reglas de integracion, donde un alto porcentaje de estudiantes (71%) respondio
correctamente.

En el reactivo 4 el 64% de la muestra de estudiantes logré resolver correctamente
la primera integral, siendo que se proporcionaba una integral expresando al
integrando de forma general (f(x)), pero en las tres siguientes integrales, menos de
la mitad de los alumnos lograron resolverla correctamente, por lo que se puede
decir que tienen una concepcion Accion al no poder manipular las integrales
expresadas en su forma general. No ha llegado al trabajo de forma genérica que
requiere una concepcion Proceso y Objeto.

En el reactivo 5, la mitad de los estudiantes de la muestra se da cuenta que la
integral propuesta no es integrable, pese a que solo el 14% usa la regla de Barrow
de forma correcta, los otros estudiantes reconocen que hay una discontinuidad en
un punto del intervalo dado, pero no hay un progreso en su razonamiento por lo
que solo atribuir la no inegrabilidad de una funcion a ese criterio, no es suficiente,
pues no en todos los casos se cumple. Con relacion a este reactivo, se puede decir
gue solo el 14% se ubica en una concepcion Objeto al reconocer las propiedades
de una funcion que se puede integrar, mientras que el 28%% se encuentra en una
concepcion proceso ya que muestran algunos indicios de las propiedades y el resto
de los estudiantes se considera que tienen una concepcion Accién del concepto
de integral definida.
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Respecto a los reactivos 6 y 7 un alto porcentaje (78%) de estudiantes no
respondié, solo un estudiante proporcioné una funcién definida por partes en un
intervalo cerrado con una discontinuidad de salto y ninguno logré relacionar los
elementos involucrados en una integral definida con los que aparecen en una suma

de Riemann.

5. Conclusiones

La integral definida es un concepto fundamental en los cursos de célculo de las
carreras de ingenieria, sin embargo, el aprendizaje de este concepto se ha
caracterizado por la memorizacion de formulas y el uso de reglas que el estudiante
repite sin una comprension real del concepto, por tanto, el estudiante no es capaz
de reconocer situaciones problema relacionadas con la integral definida y mucho
menos enfrentarlas con éxito.
Los estudiantes que ingresan a la universidad se encuentran en diferentes etapas
de construccion del concepto de integral definida asociadas principalmente al
estudio del concepto como area mediante la aplicacién de la regla de Barrow, pero
con una baja, incluso nula, comprensién del concepto como el limite de una suma
de cantidades formadas multiplicativamente (suma de Riemann).
Al considerar los 7 reactivos que conformaron el cuestionario, se considera que los
estudiantes que ingresan a un primer curso de Célculo en el nivel superior tienen
diferentes etapas de construccién del concepto de integral definida ya que en la
muestra de estudiantes con los que se trabajo, 78% presenta evidencia de una
concepcion Accion, el 35% parece haber ido un poco mas alla de una concepcion
Accion en el sentido de que aborda el trabajo con objetos genéricos y el 7% parece
estar en el nivel de Objeto en la construccion del concepto de integral definida ya
que es capaz de identificar las caracteristicas para que una funcion sea integrable
asi como dar ejemplos genéricos de integrales y construir nuevas integrales.
No es suficiente Unicamente disefiar una lista de ejercicios para que los estudiantes
realicen extra-clase, es necesario hacer una clasificacién de cuales debe hacer el
estudiante de acuerdo con la etapa de construccion en la que se encuentren con

el objetivo de ir avanzando en el desarrollo de su conocimiento.
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