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Resumen

Se presenta el caso de estudio del modelado y solucién de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, con el apoyo de software GeoGebra,
se pretende ayudar al estudiante de manera interactiva para la comprension del
comportamiento de modelos de sistemas reales, es decir, pasar de un campo
matematico abstracto a una interpretacion geométrica visual mas comprensible,
con el fin de analizar las respuestas de los cambios dinamicos de los sistemas con
mayor facilidad. La idea principal de los programas es poder dar una interpretacion
fisica a los resultados mostrados, con ayuda de las soluciones de los modelos
dindmicos, para poder asi mejorar el aprendizaje de todo alumno que se

encuentra estudiando en una ingenieria los temas correspondientes a solucién a
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sistemas de ecuaciones diferenciales, vibraciones mecanicas, modelado dinamico,
etc.
Palabra(s) Clave: GeoGebra, sistema de ecuaciones diferenciales, sistema masa

resorte acoplado.

Abstract

We present the case study of the modeling and solution of a system of ordinary
linear differential equations, with the support of GeoGebra software, it is intended
to help the student in an interactive way to understand the behavior of real systems
models, that is, to move from an abstract mathematical field to a more
comprehensible visual geometric interpretation, in order to analyze the responses
of the dynamic changes of the systems more easily. The main idea of the
programs is to be able to give a physical interpretation to the results shown, with
the help of the solutions of the dynamic models, in order to improve the learning of
all students who are studying in an engineering the issues corresponding to
solution of systems of differential equations, mechanical vibrations, dynamic
modeling, etc.
Keywords: GeoGebra, system of differential equations, system mass spring

coupled.

1. Introduccioén

La enseflanza de las matematicas de la manera tradicional enfatiza el trabajo
con ejercicios rutinarios, a los cuales los estudiantes dan una solucion mecanica, y
muchas veces sin dar la oportunidad para que el alumno reflexione sobre
diferentes posibles estrategias para llegar a la soluciéon. El uso de las Tecnologias
de la Informacion y Comunicacién (TIC) puede llegar a ser una herramienta
poderosa para que los estudiantes logren crear diferentes representaciones
geométricas y algebraicas en ciertos temas y a su vez puede ser utilizado como un
medio para que formulen sus propias preguntas o incluso planteen diferentes
soluciones a los problemas, lo que constituye un aspecto importante en el

aprendizaje de las matematicas (Cornejo, Villalobos y Quintana, 2008).
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En el Tecnoldgico Nacional de México en Celaya, se han hecho ya esfuerzos por
mejorar el desempefio de los estudiantes de todas las ingenierias en la asignatura
de Calculo Diferencial, donde se tienen indices de reprobacion de hasta el 50%;
en particular se disefaron y llevaron al aula una serie de ocho practicas que se
resolvieron con el apoyo del software GeoGebra (Villalobos, Cornejo, Gomez,
Palma y Arellano, 2017), se desarrollé un proyecto en conjunto con el Tecnoldgico
Nacional de México de Roque, en el periodo agosto-diciembre de 2016 y se logro
una disminucion de los indices de reprobacioén de un poco mas del 10 %, respecto
al promedio de aprobacion de los cinco afios anteriores (Villalobos, Cornejo,
Quintana, Torres y Ramos, 2017). Posteriormente se llevé a cabo el analisis del
impacto del uso del software en la asignatura de calculo integral y se observaron
de igual manera tendencias de mejora en el desempefio de los estudiantes de
estos cursos, presentando también una disminucién en los indices de reprobacion
(Villalobos, Cornejo, Quintana y Torres, 2018).

También se tienen antecedentes de un experimento didactico realizado en la
Universidad Técnica de Negocios en Serbia (Dikovic, 2015) donde un grupo de
estudiantes curso la asignatura de célculo diferencial, realizé actividades con el
apoyo del software GeoGebra y el andlisis estadistico confirmé el hecho de que el
uso de los applets creados con la ayuda del software dinamico y utilizado en la
ensefianza de calculo tuvo un efecto positivo en la comprension y el conocimiento
de los estudiantes.

Es por esto que el disefiar sus propios programas o applets con el apoyo del
software GeoGebra les permitird a los estudiantes tener un enfoque mas critico en
la resolucién de problemas practicos aplicados a la ingenieria. Al introducir el uso
de las tecnologias de la informacion al saldén de clases se propician cambios en el
proceso ensefianza aprendizaje de las matematicas, en el que se dé un giro de un
enfoque algoritmico puro a un ambiente innovador de descubrimiento y reflexién.
En este caso, una actividad de lapiz y papel puede enriquecerse con el ambiente
de Geogebra, a través de la modelacién de fenomenos reales con ambientes muy
visuales. En el caso de la asignatura de ecuaciones diferenciales se propone el
presenta trabajo a través del uso del comando ResuelveNEDO, que forma parte
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de las librerias de GeoGebra, el cual se basa en la solucion numérica de un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con el método numérico

Runge Kutta de cuarto orden.

2. Método

La metodologia que a continuacion se muestra corresponde al caso de un
sistema acoplado masa resorte sin amortiguamiento donde se tienen dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden para el movimiento de las dos masas
del sistema, y el procedimiento de solucién que se muestra hace uso del comando
ResuelveNEDO de las librerias de GeoGebra. Se muestra la variacion de la
posicion de los resortes respecto al tiempo y este resultado se presenta
graficamente.

Se incluye un ejemplo que utiliza el comando ResuelveNEDO con base del
método Runge Kutta de cuarto orden para resolver la ecuacion diferencial que
modela el sistema acoplado masa resortes sin amortiguamiento, donde también se
muestra la grafica que indica la soluciébn numérica y la solucion analitica. El applet
gue se ha disefiado representa el movimiento libre no de un sistema acoplado
masa resorte, y muestra la grafica de la solucion geométrica de la ecuacion

diferencial para dicho movimiento.

Resortes

Cuando los sistemas se encuentran acoplados sus modelos matematicos
generalmente estan compuestos por un sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas, en otras palabras, por un sistema de ecuaciones, en Cornegjo,
Villalobos, Meléndez y Lépez (2014) se muestra todo el desarrollo que se sigue
para generar las ecuaciones diferenciales que representan el movimiento del

sistema, ecuaciones 1y 2.

d?x
mlﬁz —klx‘l‘kz(}’_x) (1)
d?y
mzﬁz —kz(}’—x) (2)
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En la tabla 1 se muestran algunas simplificaciones y cambios de variable
realizados para la simplificacion en el analisis.

Tabla 1 Definicién de variables auxiliares.

d?x B d?y B
=5 | Aceleracion de la masa 1 ——5 | Aceleracion de la masa 2
dt dt
m; | Masa 1l my | Masa 2
k; | Rigidez del resorte A k; | Rigidez del resorte B
x | Desplazamiento de la masa 1 ¥ | Desplazamiento de la masa 2

Simulacion del sistema

Para poder resolver el sistema de ecuaciones diferenciales el comando de
ResuelveNEDO, se requiere conocer las condiciones iniciales del sistema, asi que
en la tabla 2 muestra las representaciones de dichas condiciones iniciales,

ademas de cambios de variable para la simplificacion del problema.

Tabla 2 Representacion de condiciones iniciales.

- p— kl - p— kz

wy = m, w; = m,
Velocidad inicial de la masa 1 x'(0) = x5 |Velocidad inicial de la masa 2 y'(0) =y,
Desplazamiento inicial de la masa 1| x(0) = x; |Desplazamiento inicial de la masa 2 | ¥(0) = ¥y,

El comando ResuelveNEDO permite resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Para utilizar este comando en la solucion del
sistema de las ecuaciones 1 y 2 se necesita realizar un cambio de variables como
se muestra en las ecuaciones 3.

xi (f, xl! xZJ yl! .}TZ ) = x2
x5t x1,%2, V1, V2) = —wyxg + k(v —x4) (3)
vi(t, X, %2,V1,¥2) = V2

.}Té (tl X1,%X2, V1, .}12) = —Wy (.}Tl - xl)

En la tabla 3 se muestra algunas simplificaciones y cambios de variable realizados

para la simplificacion en el analisis.
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Tabla 3 Definicidn de variables auxiliares.

x; | Velocidad de la masa 1 v; | Velocidad de la masa 2
x4 | Posicién de la masa 1 vy | Posicién de la masa 2

x3 | Aceleracion de lamasa 1 | y; | Aceleracion de la masa 2
x; | Velocidad de la masa 1 v, | Velocidad de la masa 2

t Tiempo

El comando ResuelveNEDO tiene la siguiente sintaxis:

ResuelveNEDO(< Lista de derivadas =, < valor inicial de x =,

< Lista de valores iniciales de y =, < valor final de x =).

Para la resolucion de nuestro sistema de ecuaciones diferenciales (3), los
elementos colocados en el comando ResuelveNEDO quedan de la siguiente
forma:

ResuelveNEDO({x’l, x'5, ¥ y'z}, 0, {x0,%0, Y0, Y0 }, ti€MPOfingr)-

Al ingresar el comando ResuelveNEDO, el programa arroja en forma de solucion
un sistema de cuatro funciones (lugares geométricos) que representan las

soluciones de la posicidon x,, la velocidad x,, la posicién y; y la velocidad y;,

respectivamente. Para nuestro caso de estudio solo nos interesa las soluciones de

las posiciones x; y ¥, por lo que las soluciones de las velocidades son

despreciadas como se muestran en las siguientes imagenes en las figuras 1y 2.

® X, =ResuelveNEDO({x",, x°, v',, ¥’ 1 0, {x,, X', ¥ ¥ 1 1)
X, = ResuelveNEDO{{x',, X', ¥, ¥, 1, 0, {X, X', ¥ ¥ 1 1)
® Y- ResuelveNEDD:{x'1. x'E. 1_."1. 1,"2}-. 0, {xn. x'n. Yo y'u}-. tf]
¥, = ResuelveNEDO({x" , X, ¥, ¥, O {X 0, X0, Vo ¥ o h 1)
Figura 1 Sistema de soluciones obtenido con el comando ResuelveNEDO.

m”\/\m/\ﬁ

2 4 V 10 1 1 [} 20

-10 ¥y
%

o

Figura 2 Graficas de las soluciones de posicion obtenidas con ResuelveNEDO.
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Protocolo de construccién
Para la construccion del applet se utiliza el protocolo descrito en Cornejo et al.

(2014), cambiando el ingreso de las soluciones analiticas de las ecuaciones de
movimiento por el uso del comando ResuelveNEDO:
1. Introducir el sistema de ecuaciones diferenciales 3, figura 3.

Entrada:|x'_1(t, x_1,x_2,y_1,y_2)=x_2
Entrada: x'_2(t,x_1,x_2,y 1,y 2)=-w_1x_1+w_{21}(y_1-x_1)

Entrada: ' _1(t,x_1,x_2,y_1,y 2)=y 2
Entrada: v'_2(t, x_1,x_2,y_1,y_ 2)=-w_2({y_1-x_1)

o x'l(t.xl.xg.yl.yg) = x3
/ 8
® x5(t:x1;x2,y1,¥2) = —2x1+ ¢ (y1—x1)

® v (txi.x2.y1.y2) = y2
® vy, (t.x1.x2,y1.y2) = —0.5 (y1 —x1)

Figura 3 Introduccion del sistema de ecuaciones.

2. Generar la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales con el

comando ResuelveNEDO, figura 4.

Entrada:|ResuelveNEDO({x'_1,x"_2,y¥"_1,y"_2},0,{x_0,x'_0,y_0,y'_0},1_f)
® X, =ResuelveNEDO({X",, X', ¥',, ¥',}, 0, {X, X', ¥ V' o} )
x, = ResuelveNEDO({X",, X',, ¥',, ¥',}, 0, {X, X', ¥, ¥} 1)
® Y- ResuelveNEDO({x'1. x'2. y'1. y‘z}, 0, {xo, x'o. Yo )"O}q tf)
y,, = ResuelveNEDO({X" , X',, ¥',, ¥, }, 0, {X, X', ¥ V' o} )

Figura 4 Introduccion del comando ResuelveNEDO.

3. Obtener la cantidad de puntos que componen a las soluciones x; y v,
obteninas con el comando ResuelveNEDO, con el comando

Longitud[<objeto>] (figura 5).

Entrada: calcula_ 1=l tud(x_1)
Entrada:|calcula_2=Longitud{y_1)
Figura 5 Comando para obtener el nimero de puntos que componen la solucién.
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4. Generar la lista de puntos de las soluciones x; y y; con el comando

Primero( <Lugar Geométrico>, <NUumero de elementos> ). En el elemento

Lugar Geometrico se coloca el nombre de la solucién (x; o y;), en el

elemento Numero de elementos se coloca la longitud calculada en el paso

anterior para cada una de las soluciones (x; 0 ¥;), figura 6.

Entrada: |lista_1= (x_1, calcula_1)

Entrada: lista_2= {v_1, calcula_2)
Iista1 ={(0, 4), (0.0035, 4.0345), (0.0135, 4.1333), (
lista,, = {(0, 0), (0.0035, -0.0173), (0.0135, -0.0671),

Figura 6 Listas de puntos que componen a las soluciones x; y ¥, .

5. Obtener los puntos finales de las soluciones numericas x; y y; con el

comando Elemento( <Lista>, <NUmero (posicion)>), figura 7.

Entrada: |p_{f1}= (lista_1, calcula_1) Py, = (20, 8.1554)
Entrada; |p_{f2}= (lista_2, calcula_2) P~ (20, 3.191)

Figura 7 Puntos finales que representan la posicion actual de las masas.

6. Obtener el valor r,, y r,,,, que representan las posiciones de las masas m; y

m,, COMO Se muestra en la figura 8

Entrada: ) =4
Entrada: )-barra) Tyz =30

Figura 8 Valores 1,1 y 1y

7. La condicién de tomar las posiciones inciales cuando el tiempo sea 0, se
debe a que el comando ResuelveNEDO realiza las soluciones por métodos

numericos, y al evaluar de 0 a t,=0 se obtienen soluciones

indeterminadas.
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8. Para la construccion de las figuras que representan a los resortes y a las
masa se sigue el mismo protocolo descrito en Cornejo et al. (2014)

utilizando los valores de r,; y r,,, calculados en este protocolo. En figuras 9

y figura 10 se muestran el resultado final para estos elementos.

Figura 9 Resorte k, y masa m,. Figura 10 Resorte k, y masa m,.

3. Resultados

El applet terminado se muestra con un ejemplo en la figura 11, donde se

pueden modificar todos los parametros que caracterizan a los resortes y a la

masas.
] Fesiones ) "'.l"’ o 3" ) [ Parienatros do lamasam, (o] R
N k=10 s [V e nr—
_.. —— ——————————————————— . L -
_ =18 7,%0 barr = 30
k=8 w3
: - -
. o{t) = — 37328 cos (VAREI 1) + oot e (VEREDE t) — 0.2677 cos (VIZE0 ) - ot sen (VOZGOT L), (0 ¢ < 20)
o VT NErTT o ’ ’ U T . " -t
\/V V'V V
1.7317 A3
wit ILGGRE cos [ VARG £ W ELET0G 1 1 n | VILIGIM £ ) } t
. N AN 0.2604
- -
// l h\.\ /
o \ s
- N
L= 20
. s, [ et || Pauss, || Umpler |

Figura 11 Simulacion del sistema masa resorte.

Para la simulacibn mostrada se utilizaron los siguiente datos para las masas y
resortes:
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® m, =5 umasa, m; = 16 u masa,

® k; = 10umasa/distancia Y ko, = 8 u masa/distancia

Condiciones iniciales de la masa 1: Condiciones iniciales de la masa 2:
. Xo= —4udistancia o y,=0
e x'g=10udistancia/s e yy = —5udistancia/s

Tiempo de simulacion: t = 20 s.

4. Discusion

Al igual que se desarrollaron una serie de practicas de calculo diferencial y
calculo integral para la ensefianza de los primeros dos cursos de matematicas en
las ingenierias, se pretende desarrollar una serie de practicas para la asignatura
de ecuaciones diferenciales, siendo el material que aqui se presenta, parte de una
de ellas, pues corresponde a una aplicacion de las ecuaciones diferenciales en la
carrera de Ingenieria Mecatronica. Tal y como ya se demostré con las asignaturas
de calculo, llevar a cabo la simulacién de fenémenos de la vida real con el apoyo
del software GeoGebra resulta muy benéfico en el proceso de ensefianza
aprendizaje de las matematicas para los estudiantes de ingenieria, por lo que se
esta trabajando en la academia en el desarrollo de este material didactico.

El uso de esta herramienta dinAmica permite al estudiante comprender mejor el
fenbmeno que estd modelando, pues con un moviento de un deslizador puede
hacer variar las condiciones de operacion del sistema que esta estudiando.
Visualmente puede tener una mejor interpretacion del proceso que se esta
llevando en ambos resortes, los cuales quedan bien caracterizados por todos los
pardmetros que se pueden manipular.

En el TecNM en Celaya se comienzan a trabajar estas practicas en diferentes
areas para buscar nuevas estrategias didacticas que permitan preparar de una
mejor manera a los egresados de las ingenieria que se imparten en la Institucién,

lo cual se pretende que en primera instancia se vea reflejado en una disminucién
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de los indices de reprobacion en el &rea de mateméticas. Ademas de que vale la

pena enfatizar que desde el afio 2012 que se fundd el Instituto GeoGebra en

Celaya se esta trabajando en la direccion de capacitar a docentes y estudiantes en

el uso de esta herramienta, lo cual ha generado ya sus primeros frutos en

beneficio de nuestros estudiantes y docentes.
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