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RESUMEN

En la actualidad el uso de las Tecnologias de la Informacion y Comunicacién (TIC) son
indispensables para la adquisicibn y reforzamiento de conceptos matematicos,
mediante estas herramientas informaticas es posible potenciar la ensefianza de las
ciencias exactas, como es el caso del uso del software GeoGebra, el cual permite que
la enseflanza de las matematicas se apoye en procesos visuales. Se debe entonces
aprovechar el hecho de que un alto porcentaje de los alumnos cuenta con el estilo
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visual de aprendizaje, para impulsar el uso de estas tecnologias Yy lograr la mejor
comprensién de temas abstractos, consiguiendo el aprendizaje significativo de
conceptos basicos de matematicas.

Este articulo muestra como el uso de programas desarrollados con el software
GeoGebra, que incluyen conceptos matematicos basicos, permiten resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, orientadas al caso particular de solucién de
problemas de vaciado de tanques de diferentes geometrias, mostrando los efectos en
las variables de salida al ajustar los diferentes parametros de disefio de los recipientes.
PALABRAS CLAVES: tic, geogebra, ecuaciones diferenciales, vaciado de tanques.

1. INTRODUCCION

El uso de las TIC en la ensefianza de las mateméticas resulta importante en la
resolucién de problemas y en la forma en la que los estudiantes adquieren los
conocimientos matematicos. El estudiante al interactuar con herramientas tecnoldgicas
puede crear diferentes representaciones de los conceptos para lograr asi una mejor
comprensién de los mismos. Los docentes tienen la obligacién de fomentar el uso de
las TIC, y lograr con ello que los alumnos lleven a cabo una reflexion mas profunda al
momento de resolver un problema de aplicacién.

El uso de la tecnologia puede llegar a ser una herramienta poderosa para que los
estudiantes logren crear diferentes representaciones de ciertos temas y a su vez sirve
como un medio para que formulen sus propias preguntas o incluso problemas, lo que
constituye un aspecto importante en el aprendizaje de las matematicas (Barrera y
Santos, 2001). Es por esto que el disefiar sus propios programas o applets con el
apoyo de GeoGebra les permitird tener un enfoque mas critico en la resolucion de
problemas practicos.

Generalmente en la ensefianza de las matematicas, al resolver un problema, se tiende
a tener una solucion logaritmica o mecanizada de los pasos a seguir en la solucién del
mismo, la cual es propuesta generalmente por los libros o los profesores, ocasionando
automatismos en los alumnos y provocando que no reflexione o profundice los

conceptos para obtener una compresion de los problemas en su totalidad (Flores,
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1997). Este modo poco creativo de aprendizaje provoca desinterés por las
matematicas, es por ello, que al emplear un software como GeoGebra, se cuenta con
un vinculo para relacionar los conceptos tedricos y la visualizacién grafica de sus
aplicaciones, generando motivacion en los alumnos para adquirir conocimientos
mediante él.
El uso de GeoGebra en el proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas
ofrece un conjunto de herramientas que permiten el manejo de expresiones aritméticas,
soluciones de ecuaciones no lineales, soluciones de sistemas de ecuaciones lineales,
gréficas de funciones, solucién de ecuaciones diferenciales, entre otras, que permiten
trabajar con ambientes visuales y comandos sencillos. Todas las herramientas de
solucion de este software apoyan y contribuyen para que el alumno logre adquirir sus
conocimientos mediante una estrategia de solucion para resolver algun problema.
La tecnologia no sustituye la labor del docente, el profesor solo es una guia para el
alumno y decide sobre cuando es 6ptimo hacer uso de las herramientas tecnoldgicas
para la resolucién de problemas y cuando no (NCTM, 2000, p.26).
Las computadoras liberan a los estudiantes de la actividad aritmética (Balacheff y
Kaput), lo que le permite centrarse en los aspectos algebraicos y la estructura del
problema. Flugestad (2004) ha disefiado tres etapas de desarrollo para describir el
proceso donde los estudiantes interactian con las herramientas tecnolégicas como es
el caso de un applets de GeoGebra:

e Conocimiento basico de los comandos o funcionalidades del software.

e Desarrollo de modelos simples.

e Juzgar el uso de las herramientas para dar solucion a un problema dado.

Las representaciones deberian ser tratadas como un elemento esencial para apoyar la
comprensiéon del estudiante sobre los conceptos y relaciones matematicas, comunicar
acercamientos matematicos, argumentos y conocimientos de si mismo y de otros;
reconociendo las conexiones entre los conceptos matematicos y aplicar las
matematicas a situaciones de problemas reales a través de la modelacién (NCTM,
2000, p. 67).
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Santos (2001), argumenta que en la representacion de una situacion o problema
matematico por medio de la computadora, los estudiantes tienen que acceder y utilizar
una serie de recursos y propiedades matematicas que les permita seleccionar
comandos Yy distintas maneras de lograr la representacion. Por ejemplo, para lograr la
representacion visual del vaciado de un tanque el estudiante debe de conocer o
modelar la ecuacion diferencial que represente el nivel del fluido en el recipiente segun

los parametros y tiempos de operacion del tanque.

2. METODOLOGIA

Se muestra a continuacion la metodologia utilizada para disefiar un applets que
presente el vaciado de un tanque semiesférico, y que muestre la gréafica de la altura del
tanque en cualquier instante. Los parametros de entrada que podra modificar el usuario
son respecto a las caracteristicas del tanque y a los tiempos de operacion del tanque.

Se utiliza el método numérico de Runge Kutta de cuarto orden, para resolver la
ecuacion diferencial que muestra la variacion de la altura del nivel del liquido contenido
en un tanque, a través del tiempo. La variacion de la altura depende de alguna manera
de la geometria del tanque, del tiempo transcurrido y del area del orificio de salida del
fluido situado al fondo del tanque. Se considera un recipiente con un fluido que

inicialmente tiene una altura “h”, donde el liquido fluye a través de un orificio de seccion

transversal conocida, el cual esta ubicado en la base del tanque. Se desea establecer la
altura de liquido en el tanque en cualquier instante “t" y el tiempo que éste demora en

vaciarse.

3.1 Uso del método de Runge Kutta de cuarto orden con GeoGebra.
Se utiliza el método de Runge Kutta de cuarto orden para resolver la ecuacién
diferencial que modela el vaciado de un tanque semiesférico, a través del tiempo, ver

figura 1.
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Fig. 1 Tanque semiesférico.

3.1.1 Obtencién de la ecuacién diferencial que representa el cambio
de altura a través del tiempo

Sea h(t) la altura de liquido en el tanque en cualquier instante t y V (t) el volumen de
liquido del tanque en ese instante. La velocidad del liqguido que sale a través del
orificio es

v=,/2gh D

Donde g es la gravedad. La ecuacion (1) representa la velocidad que una gota del liquido
adquiriria al caer libremente desde la superficie del agua hasta el agujero. En
condiciones reales, hay que tomar en cuenta la contraccion que sufre un chorro del

liquido en un orificio, por lo que se tendra

v=Kk,/2gh @

Donde k es el coeficiente de descarga comprendido entre 0 y 1 (0 <k< 1). Segun el

Teorema de Torricelli, la razén con la que el liquido sale por el agujero (variacion del
volumen de liguido en el tanque respecto al tiempo) se puede expresar como el area
del orificio de salida por la velocidad V del liquido, esto es

dv
——=—AV ©
dt
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Sustituyendo la ecuacion (2) en la ecuacion (3)

dv Iy

Si A(h) denota el &rea de la seccién transversal horizontal del tanque a la altura h(t),

correspondiente al area del espejo, se puede obtener la siguiente expresion que
corresponde al volumen de liquido desalojado del tanque

v . . dh

=~ —A(h)=— 5

dt ( ) dt ©)
Igualando las ecuaciones (4) y (5) se obtiene
dh

A(h)ﬁz_'&b ky/2gh 6)

Como el radio del cilindro semiesférico es R, cuando el tanque se encuentra lleno
entonces la altura inicial de liquido en el tanque es R, y la condicién inicial es h(0)= R
. El orificio de salida tiene radio r, por lo tanto, el &rea del orificio de salida estd dada

por la siguiente ecuacion:

A =nxr (7)

Las secciones transversales del tanque semiesférico, son circunferencias de radio

variable, sea x el radio de la seccion transversal a cualquier altura, entonces

A(h) = 7X° ®

Se establece la relacidén entre el radio x y la altura h, de tal forma que el area de la
seccion transversal quede expresada en funcion de la altura h. Observando el tanque
de frente como una figura plana y ubicandolo en un sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares (ver figura 2) .
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&4 lura

s b

Fig. 2 Relacion de variables en el tanque semiesférico

Se puede dibujar el siguiente triangulo rectangulo el cual tiene como base el radio x,

altura R—h , e hipotenusa R,

L

Fig. 3Tridngulo rectangulo

Aplicando el teorema de Pitagoras a este triangulo se obtiene

R*=x*+(R-h)? )
R?= x*+ R*-2Rh+ h? (10)
x* = 2Rh—h? (12)

Sustituyendo la ecuacién (11) en la ecuacion del area (8), obtenemos

A(h) = z(2Rh — h?) (12)

Al sustituir las ecuaciones (7) y (12) en la ecuacion (6)

7(2Rh —h?) dh = —zr2 ky2gh dt (13)

Reordenando la ecuacion para resolverla por el método de Runge Kutta se tiene:
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dh _ kr*y2gh y
dt  h(ZR—h) (14

3.2 Protocolo de construccion (método de solucion)

Pasos a seguir para los obtener los parametros de operaciéon del tanque y resolver la
ecuacion diferencial dada por la ecuacion (14).
Se generan los deslizadores correspondientes a los parametros y tiempos de
operacion del tanque, como se muestra en la figura 4.
1. Parametros de operacion del tanque:
- Crear un deslizador para la altura inicial del tanque: altura inicial
- Crear un deslizador para el radio de la esfera en pies: radio inicial ft
- Crear un deslizador para el radio del orificio en pulgadas: radio orificio in
- Crear un deslizador para la constante del coeficiente de descarga de salida
del orificio K orificio
2. Tiempos de operacion del tanque:
- Tiempo inicial del tanque: tiempo inicial
- Tiempo final del tanque: tiempo final

- Incremento del tiempo: tiempo incremento

altura =16.4
— o MICIE

inicial

radio =
~ inicial ft

radio

277
=46.9

anficioin

k =0.6

EI ificio

tiempo 0
-

inicial —
IIErﬁpnflrml =188
— T

tiempo, =22

incrameanto

Fig. 4 Deslizadores de tiempos de operacion y parametros del tanque.

3. En la barra de entrada crea la funcion multivariable (ver figura 5), que

corresponde al despeje de la pendiente de la ecuaciéon diferencial, ecuacion
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(14), la cual en términos de los deslizadores que se definieron en el paso 1y 2

se introduce en la barra de entrada como :

Entrada: f{x, y) = (-k_{orificio} (radio_{orificio in} 1 / 12) 8 y*(1/ 2)) / (y (2radio_{inicial ft} - y))

Fig. 5 Funcién multivariable, correspondiente a la ecuacion (14).

4. Abre la ventana de hoja de célculo para programar las celdas del método de RK,
como se muestra en la figura 6 y se despliega la pantalla de la figura 7.

£7 -3 40 CARMEN.ggB
Archivo Edita [Vista) Opclones Herramientas Ventana Ayuda
Y “=| Vista Algebraica Ciri+MaylssA | j
. 2UEE Hoja e Caiculo Ciri+Mayis+S |
* Vista Algek -
=R TSR L cas - Caiculo Simboiico ClrisMayliseK
= Cunva Implig - )
4 solucio @ Vista Grafica Ctri+Mayiss1
= Funcion a? Vista Grafica 2 Ctri+Mayis+2 1
Fix) = = -
) == prosocotode Construccién Clri+Mayiis+L
solanall

1 Terladn

Fig. 6 Ventana para activar la hoja de calculo.

f = - - = =) i
':'.‘ ) A S— i —— e
Achive Edila Vista Opoones Hemaméentas Ventana Aysda
8 5 = A

L] .7

L a2 T
o A = |O-

& (3] c (v} E F ] ¥ L3 L ] H

Fig. 7 Hoja de célculo de GeoGebra.

5. La hoja de calculo es similar a la de Excel, en cada una de las celdas programa
las formulas tanto de la ecuacién predictora de RK como de sus ecuaciones
auxiliares. Enseguida genera en la celda C1 que contiene el valor del tamafo
de paso que selecciones con el deslizador, dando la instruccién:  =tiempo
incremento, COMO Se muestra en la figura 8.

6. Enseguida escribe en la fila 2 los encabezados del método de Runge Kutta, y en

la fila 3 se programan.
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B c D E F G H I J K L M N 4] P
i [temponcenests| 04  [Nott. 19[No.itRedon..| 13
2 |it Xy K (X2 |yihk1Z (K2 [x#h2 yish. K3 xi+h yishk3[kd Vel |graf. |
3 0 0| 147 -048 0.2 145 -0.49 02 148 D48 04 145 05 145 045

Fig. 8 Encabezados y calculos del método de Runge Kutta de cuarto orden.

La programacion de las celdas anteriores se hace con las siguientes formulas, que
corresponden al método de Runge Kutta de cuarto orden, como se muestra a

continuacion:

A| B Cc D E F G
1 tiempo_{incremento} | =tiempo_{incremento}
2 It Xi Yi k1=f(xi,yi) | xi+h/2 yi+hk1/2
3 0 =tiempo_{inicial} =altura_{inicial} | =f(C3,D3) =C3+$C$1 | =D3+$C$1
2 *E3/2
H | J K L

1

2 K2=f(x,y) xi+h/2 yi+hk2/2 K3=f(xi,yi) Xi+h

3 | =f(F3,G3) =C3+C$1/2 =D3+C$1*H3 /2 =f(13,J3) =C3+C$1

M N ) P

1
2 yi+hk3 K4=f(x,y) Yi+1=yi+(k1+2k2+2k3+k4)h/6 Gréfica solucién
3 =D3+C$1* K3 =f(L3,M3) =D3+C$1*(E3 + 2H3 + 2K3 + N3) / 6 Ver paso 11

Nota: Al programar cada celda cuida dejar fija la columna donde se encuentra el
tamafo de paso $C$1, para que se mantenga constante al arrastrar las férmulas
en la hoja de célculo.

Programar las celdas B4, C4 y D4, las cuales se utilizan para actualizar los valores del
namero de iteraciones, tiempo transcurrido y altura del nivel del fluido en el tanque

como se muestra en la siguiente tabla.
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B

Cc

D

E

F

G

tiempo_{incremento}

=tiempo_{incremento}

It

Xi

Yi

K1=F(xi,yi)

xi+h/2

yi+hk1/2

0

=tiempo_{inicial}

=altura_{inicial}

=B3+1

=C3+$C$1

=03

7. Llena las celdas E4 a O4 marcando las celdas E3 a O3 y arrastrandolas.

8. Marca todas las celdas de la fila 4 y arrastralas hasta 200 calculos. El proceso
puede llevar unos minutos.

9. Para graficar el punto de las condiciones iniciales te debes ubicar en la barra de
entrada y escribir el punto ToHo definido de la siguiente manera:

ToHo= (tiempo_{inicial}, altura_{inicial}), el cual se mostrard en la ventana
gréfica.

10. Para graficar los datos que corresponden a tiempo vs altura del nivel del fluido
del tanque, en la celda E1 escribe No. Iteraciones y en la celda F1 escribe la
formula

= (tiempo_{final} - tiempo_{inicial})/tiempo_{incremento} (15)

11.En la celda G1 escribe No. It. Redondeadas y en la celda H1 escribe la formula:
=Si[parteFraccionaria((tiempo_{final} - tiempo_{inicial}) / C1) # 0, (tiempo_{final} -
tiempo_{inicial}) / C1 - parteFraccionaria((tiempo_{final} - tiempo_{inicial}) / C1) +

1, (tiempo_{final} - ttempo_{inicial}) / C1] (16)

E F G H

No. =(tiempo_{final} — | No. It. Redondeadas Ver la ecuacion (16)
Iteraciones tiempo_{inicial})/tiempo_{incremento}

12. Programa la columna P, que corresponde a la grafica de los segmentos de
recta que forman la solucién, la cual incluye una decision lgica iniciando en la
celda P3, ver figura 9. Arrastrar esta celda al resto de la columna P hasta 200

calculos.
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[l Ny m~ B~
F3 4w =5i[B3 = H31, Segmento[(C3, D3), (C4, D4)])
A B C D E F G

Fig. 9 Sintaxis de la formula que grafica los segmentos de la solucién de la

ecuacion diferencial.

Para observar la grafica de altura vs tiempo se puede dar valores a los diferentes

deslizadores creados en el paso 1 y 2 a los valores que se muestran en la figura

10.
E _'Jt
allu'fl"ll-:lﬂl =26
radio; ;i g 1 = 26 A0t
liding:lrlcn}ln =47
I";i'ur:ﬂ:l: =06
J0#t 1
oHo
"
204t 1
tialTIF‘“:Illr'.l-.'.:al =0 e
tiempo, ., =50
-
llEmPnlrl-:'!i—.‘-lr'H"ll-Z‘. =04 _ .
5 Os ] 505 105 S

Fig.10 Grafica altura vs tiempo.

Construccion del tanque semiesférico
13.En la vista grafica crea 3 puntos, el punto B con coordenada (-
radio_{inicial ft} 2, radio_{inicial ft}), el punto C con coordenada (O, radio_{inicial
ft}) y el punto D con coordenada (-radio_{inicial ft}, radio_{inicial ft} + 1), para la
generacion de la elipse superior del tanque semiesférico implementando el
punto D da raz6n a la amplitud de la elipse y los puntos B y C son referentes al
diametro como se muestra en la figura 11.comando Elipse [B, C, D], donde el
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—

7 Bedefine =

Elipse d
Elipse[B, C, D]
Propiedades de Objeto... oK Cancela Aplica
g _D
—

Fig. 11 Elipse generada por los puntos B, C y D, la cual representa la parte

superior del tanque semiesférico.

14.Construye la semicircunferencia del tanque semiesférico mediante el comando
Semicircunferencia [C, B], donde C y B hacen referencia a los puntos que

conforman el didmetro de la semiesfera, ver figura 12.

T} Ragedes
Arco e
SemicircunferencialC. B]
Propiedades de Objeto.., (=14 Cancela Aplica

oo —
B (=) (=]

Fig. 12 Semicircunferencia de la estructura del tanque semiesférico, creada

mediante dos puntos extremos Cy B.

15.Genera dos puntos A y E los cuales estaran situados en el centro de la
semicircunferencia y en el punto medio de la elipse, con coordenadas (-
radio_{inicial ft}, radio_{inicial ft}) y (-radio_{inicial ft}, 0) respectivamente, sirven
de base para posteriormente construir el orificio en el tanque y para la

simulacion del cambio de altura del fluido, ver figura 13.
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£ Redefne - 1
Punto E
(-radic_{inicial ft}, 0)

Propledades de Objeto... Ok Canceala Aplica
: i
[o
= 46.8
£F Redefine = f= ]
Punto A

{-radio_{inicial fi}, radio_{inicial ft})

Propledades de Objeto... oK Cancela Aplica

ke

Fig. 13 Generacién de los puntos Ay E situados en la parte media de la

estructura semiesférica.

16.Crea cuatro puntos H, I, G y F, donde F tiene la coordenada (x(E), 0.5) para la
generacion de la elipse que representa el orificio en el tanque semiesférico
mediante el comando Elipse [H, G, 1], donde el punto | con coordenada (X(E),
0.8) da razon a la amplitud de la elipse y los puntos H y G con coordenadas
(X(F) - radio_{orificio in} 1 / 12, y(F)) y (X(F) + radio_{orificio in} 1 / 12, y(F))

respectivamente, son referentes al diametro, ver figura 14.

£ Radefine i
Elipse ¢
Elipse[H. S, 1]
Fropiedades de Objeto. . or || cancela || Aplica
: it
46.8 = [

Fig. 14 Elipse generada por los puntos H, G e I, la cual representa el orifico

situado en la parte inferior del tanque para efectuar su vaciado.
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17. Genera el punto H instantanea, €Ste punto da seguimiento al cambio de altura del
fluido en el tanque, ademas su ubicacién esta dada mediante la coordenada
(X(E), Celda [4, Celda [8, 1] + 3]), esta coordenada corresponde al nivel del
fluido instantaneo por lo que esta cambiando continuamente segun el tiempo

final que se seleccione con el deslizador t final , Ver figura 15.

[ O Bedefire el
Punto H_{instantanea}
(%(E). Celda[4, Celda[s,. 1] + 2]}

FPropiedades de Objeto... OK Cancela Aplica
3.6
n =46.8

B

F = 0%
Fig. 15 Punto H instantanea que simula el cambio de altura del fluido durante el

vaciado de tanque.

18. Crea una linea recta que pasa por el punto H instantaneay que es perpendicular
al eje de las ordenadas. La recta sirve de referencia para la visualizacién del
espejo del liguido contenido en el tanque y se genera mediante el comando:
Perpendicular [H_{instantdnea}, Eje Y], ver figura 16.

19. Implementa el comando Elipse[K, J, L], donde el punto L con coordenada
(x(H_{instantanea}), y(H_{instantanea}) + 1) da razén a la amplitud de la elipse y
se situa tomando como referencia el punto medio en la elipse al punto H
instantanea, €l cual se tomard como base para darle la amplitud deseada, los
puntos K y J son los extremos del semieje mayor de la elipse y estan situados
en la interseccion de la semicircunferencia y la recta generada en el punto
anterior, ademas esta elipse se genera para mostrar la variacion de volumen del

fluido dentro del tanque, ver fig. 16.
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Elipse g
Elipsa[k. J. L]
Propiedades de Objeto... Ok Cancala Aplica
=] :E o (=
46.8
20m,
L
[T o T
instantanaa o
H Il G

3  a—
Fig. 16 Elipse creada en base a la rectay al punto H instantanea, generada para la

simulacién de vaciado de tanque.

20. Para dar el efecto del recipiente con fluido, se hace mediante el comando
ArcoCircuncircular[K, E, J], donde los puntos Ky J son los extremos del arco y

el punto E es el punto medio en donde se genera el arco ,ver figura 17.

| € Bsdefine
Arco h
ArcoCireuncircular(k, E, Jj

Propledades de Objeto. . OK || Cancela || Aplica

266 L
3 2 x

Fig. 17 Arco generado mediante los puntos K, Jy E, cubre la superficie dentro del

tanque ocupada por el fluido.

21. Crea el punto TH instantanea que hace referencia al tiempo transcurrido y al nivel
del fluido en el tanque, las coordenadas para este punto estdn situadas en la
Gltima iteracién generada por el método Rungen Kutta en la hoja de célculo que
tiene como coordenada (Celda[3, Celda[8, 1] + 3], Celda[4, Celda[8, 1] + 3]), ver
figura 18.
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£F Resdefine v

Punte TH_{instantanea}
(Calda[d, Caldal8, 1] + 2], Celda[4, Celdald, 1]+ 3))

Propledades de Objeto... ], 4 Cancela Aglica

i [

s

Fig. 18 Punto TH instantanea €l cual muestra el tiempo transcurrido y la altura en la
gréfica de la solucion numérica correspondiente al nivel del fluido en el vaciado
de tanque.

22. Mediante la herramienta de insertar texto genera el escrito que hace referencia
a los deslizadores que controlan los parametros del tanque y el tiempo de
operacion del mismo, ademas se utiliza la herramienta de casilla de control para
mostrar u ocultar los deslizadores o parametros con los que se desee trabajar
segun el vaciado de tanque ( ver fig. 19).

Archivo Edita Vista Opciones Hermramientas Venltana Ayuda

B Al il sl Tt IR Y -

- Vista Grafica _*:* Deslizadar
LEc W~~~

E# Casilla de Confrol para hosirer | Ocultar Objelos
& Modfica paramelros del lanque

o] Insenta Boton
+3 Caslia de Entrada

11 Frrdeopracint - F Pasasoin Vnsads Lt semariecs 100 sepsne got

HeEES

* | Basico Color| Avanzado| Programa de Guitn - Seripting

S .
B oo e ao

£

radio, =469
Nombre: b
Definicion: true

¥ Modifica iempo de vaciado de tangue e e

.

¥ Muestra Objelo

o

# Muestra Rotulo

Objeto Audiar

Casili2 de Control Fija | S

I8RER: "

Emdradn:

Fig. 19 Texto y casillas de control para la manipulacién de la visualizacion de los
parametros y tiempos de operacién del tanque.
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23.Con la herramienta de insertar texto genera la etigueta que hace referencia al
tiempo transcurrido y que denota su valor numérico con la instruccion
X(TH_{instantdnea}), para la altura instantdnea del fluido en el tanque se obtiene
su valor con la instruccion y(TH_{instantanea}) , también se calcula el volumen
del tanque donde su valor numérico se calcula con la instruccion:
Volumen_{tanque} = (11) (2 / 3) (radio_ {inicial ft}3),ademas se estima el volumen
del fluido en el tanque calculando su valor numérico con la instruccion:
Volumen_{liquido}= (y(H_{instantanea })? radio_{inicial ft} - y(H_{instantanea })3/
3) , ver figura 20.

GOt Seolucién Rrumerica

Tiempo transcurride=12.9s Alura instantanea en el tangque=10f
S0t 1 Volumen del tanque= 16755.161"

El wvolumen del fluide en &l tangue es 5235._14M°

oy Bedefine
NMumero volumen_{liquido}
™ {(W({TH_{instantanea })* radic_{inicial ft} - yw(TH_{instantaneaa })* / 3)

Propiedades de Objeto... | oK | Cancela || Aplica

b
27 Redefine L=

Numero volumen_{tanquea}
T 2 / 3 radico_{inicial ft}*

FPropiedades de Objeto... | | OK Cancela Aplica

Fig. 20 Descripcion mediante la herramienta de inserta texto del tiempo
transcurrido, altura instantanea en el tanque, calculo del volumen del tanque y
volumen instantaneo del fluido.

24.Crea una casilla de entrada que permitird modificar la ecuacion diferencial a
resolver, relacidnala con la funcidon multivariable f(x,y) que se generd en el paso
3y como subtitulo de casilla coloca el nombre de dy/dx, ver figura 21.

25.Modifica la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales y observa los
resultados.
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“m:hi'm Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A [ LN e R » -l‘"\._' _
. / '--'--' L ‘..' .\:J. L 7 A. " AEL‘ 6-!" '%

"L Ecr|EHr AN Pequefio - s~

21 Deslizador

i MBI RIONGE S A @ Casilla de Control para Mostrar / Ocultar Objetos

Parametros del fanque.

Seleccinalos segun las o] Inserta Botdn
caracteristicas de fu tanque 2= Casilla de Entrada
altura_. . =147 P - :
S INES dylde=y"(1/2))/ (y (2radio_{inicial f} - y)) & El volumen del f

Fig. 21 Casilla de control empleada para modificar la funcion multivariable.

3. RESULTADOS

Se muestra a continuacién el andlisis de resultados en el tanque semiesférico disefiado,

que opera bajo las siguientes condiciones: radio del tanque de 20 ft; el tanque esta

inicialmente lleno de agua, en el fondo tiene un orificio de 94 in de diametro (k= 0.6). Se

pide encontrar el tiempo para que la altura del tanque disminuya hasta 10 ft, ¢ cudl es el

volumen del fluido en el tanque en ese instante? y ¢ cudl es el volumen inicial del fluido

en el tanque?

4.1 Solucion mediante el applets de GeoGebra

Selecciona los valores en los deslizadores de los pardmetros y tiempos de
operacion del tanque propuestos en el problema, ver figura 22.

Manipula el deslizador del tiempo final, hasta observar que se llegue a obtener
el nivel del fluido deseado en el tanque, con una altura de 10ft, (figura 22).

Con un tiempo final de 12.9 segundos la superficie en el tanque baja 10ft (figura
22).

El volumen del fluido en el tanque después del tiempo transcurrido de 12.9
segundos es de 5239.14 ft3 (figura 22).

El volumen del tanque semiesférico es de 16755.16 ft3 (figura 22).
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F Modifica paramelros del tanque
Paramedros del tanque.
Seleccionalos sequn las
caracterislicas de fu tangue

atura__..=20
radio =20

= Modifica tiempo de vaciado de lanque

Tiempos de operacion ded lanque
Manipula tiempo, _ hasla donde desees
liempo ... =0
ligmpa;_ =129
——
liempo . ... =01

dyidx = (+_{orificic} (radka_{ortficioin} 1/1

w
. Solucion numénca

Tiemgo transcurmido=12.95 ARura instantanea en el tanque=10f

=

Vialumen del tanque= 16755.168°

El volumen del fluido en el tanque es 5239.14°

ToHo

AR e

i,.:1 F—i

Fig. 22 Solucidén del problema propuesto del vaciado de un tanque semiesférico.

Los resultados que se muestran en la figura 22 se pueden comprobar analiticamente, al

resolver la ecuacion diferencial (14) por separacion de variables.

A continuacién se muestran otros disefios de tanques, que se construyen de manera

similar al método mostrado en este articulo, donde su pueden manipular los parametros

de operacion de los tanques para poder obtener lecturas de tiempos, voliumenes y

alturas.

tanques con diferentes geometrias.

~ Modifica tiempo de vaciado de tangue

Tiempos de operacion del tanque.

Manipulat,  hasta donde desees
tiempo, b = 0.62
-
tiempo =0
°
tiempo; _ =45
°

# Modifica parametros del tanque

Parametros del tanque:
saleccionalos segun las

caracteristicas de tu tanque
radio 20

radio =47

h =50

dyrelx = (-4.8) / 576 y*(1 / 2) radio_{orificio i

Estos resultados se muestran en las figuras 23, 24, 25, 26, 27 y 28 para

A

Fig. 23 Solucién de un problema propuesto del vaciado de un tanque cilindrico vertical.
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~ Modifica tiempo de vaciado de tanque ] Solucion numerica
60
Tiempos de operacion del tanque. Tiempo transcurrido =12s  Altura instantanea en el tanque =10.95ft
Manipula t;,, hasta donde desees Volumen del tanque= 18051.59ft2
) _ 50
Hempo; o mgnto = 0-3 El volumen del fluido en el tanque es 11654.07f¢
liempomma‘ =0
40
1iempoﬁm‘ =12
o WEN
~ Modifica parametros del tanque 30
Parametros del tanque:
selecciénalos segun las 5
caracteristicas de tu tanque ToHo
allurawc‘a‘ =16
radiomlcwal = 13 o THistartanea
radioormcm in~ 37 — A
10 20 30 40 50 60 70 80
Liciai =34

Fig. 24 Solucién de un problema propuesto del vaciado de un tanque cilindrico

= Modifica llempo de vaciado de tanque dy/dx =(-0.6 7 (radio_{orificio in} 1/12)* 8 Soluclén numérica
Tlempos de operacion del lanque. - Ao m i : aon
MEHipU'E L ; e iempo transcurrido=1.8s ltura instantanea en el lanque=3.
tiempa,, .. =039 204 Volumen del tangue= 614.13A*
2 154 Elvelumen del fluldo en el tanque es 247 .45n°
liempo, .., =0
o 16
tiempo, . =18
® 14
12
# Modifica paramelros del tanque
Parameiros del tanque: 10
selacclonalos segun las 8
caracteristicas de lu langque - ToHo
- o LR
radio_ =016 #
- 4
lado_ . s =85 TH:
e _ :
altura =63
c i
2 a 6 8 1m0 12 14 16 18 20 22 24 26

Fig. 25 Solucién de un problema propuesto del vaciado de un tanque cubico.

~ Modifica tiempo de vaciado de tangue ” A Solucion numerica

Tiempos de operacion del tanque. Tiempo transcurrido=41s Altura instantanea en el tanque=12.64-

dyldy=(-4.8) / 576 y"((-3) / 2) radio_{orificii

Manipulal,  hasta donde desees Volumen del tanqua=7775 44A°

tiempo, . =04 50 El volumen del fluido en el tanque es 2979.32/°
ncreme
tiempo, ..., =0
tiempo, =41 40
. i

+ Modifica parametros del tanque
Parametros del tanque:

seleccionalos segun las
caracleristicas de tu tanque

radio, . .= 15
. THinstantanea
radio_ ... .. =37
L
hoooe =33
cial it -
0 10 20 30 40 50 60 0

Fig. 26 Solucién de un problema propuesto del vaciado de un tanque cilindrico vertical.
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 Modifica parametros del tanque AH

Parametros del tanque. dy/fdx = (-k_{orificio} (radio_{orificio in} 1 /1 Solucion numeérica

Seleccionalos segun las

caracteristicas de tu tanque
altura =337

Ed

Tlempo transcurrido=12.4s  Altura instantanea en el tanqu

Volumen del tanque= 7BB37.62fA"
inicial

50ft El volumen del fluide en el tanque es 39195 .46f3

radio =266

imicial ft

u,
radiogificig in = 46-9 ,/ \\.In
Kortein = 0.6 \

grific
\ {ToHo

~ Modifica tiempo de vaciado de tanque
Tiempos de operacion del tangue.
Manipula tiempo, hasta donde desees

Hlns'.allta:lel'a

tiempojjicig = 0

tiempeog ., =12.2
e Nna
0.4

Hempo, o mento =

N

Os 108 20s 305 Aa0s 508 608

Fig. 27 Solucién de un problema propuesto del vaciado de un tanque esférico.

= Modifica tiempo de vaciado
.' P B dy/dx=-(4.8A0) yM3 / 2) / (3 (3817 2)) ((h_ 40 Solucién numeérica
Tiempos de operacion del tanque.

Manipula t; . hasta donde desees Tiempo transcurrido =4.6s Altura instantanea en el tanque =8.

35
q _ - a
tiempo, o onto = 04 Volumen del tanque=1715 44t
0 _ 30 El volumen del fluido en el tanque es 711.45ft*
tiempo, ;. = 0 -
e— lnicial

tiempo, =46
POfinal

 Modifica parametros del tanque
Parametros del tanque:
seleccionalos segun las
caracteristicas de tu tanque

allura‘mua‘ w= 19.8

radio, =189

TH

orificio in instantanea

Iadogiram\de i 245

hg\ramlde = 222

5y

Fig. 28 Solucién de un problema propuesto de vaciado de un tanque tetraédrico.

4. CONCLUSIONES

El uso de applets de GeoGebra en la ensefianza de las matematicas y en particular, al
mostrar las aplicaciones y resolucion de problemas basados en modelos que contienen
ecuaciones diferenciales, permite que los alumnos realicen una reflexiéon profunda en el
analisis de los posibles resultados que se pueden presentar al manipular las variables
de operacién de un tanque con diferentes geometrias. Este software permite que los
alumnos visualicen de una manera sencilla los resultados graficos y geométricos que se
obtienen con al resolver los diferentes modelos que representan las diferentes
geometrias.
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La metodologia propuesta es sencilla, comprensible para los estudiantes, e involucra
varias de las asignaturas que los estudiantes ya han abordado en sus cursos anteriores
como: geometria analitica, calculo integral, métodos numéricos y ecuaciones
diferenciales.

Para un estudiante de ecuaciones diferenciales es facil de observar la ventaja de tener
programado en GeoGebra la solucién de la ecuacion diferencial que esta manipulando,
ademas de que en cualquier momento puede hacer la comprobacion analitica de los
resultados obtenidos.
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