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Resumen

Los sistemas dinamicos hibridos se caracterizan por la coexistencia de dinamicas
continuas y discretas. Ahora es bien conocido que existen muchos sistemas dinamicos
hibridos con discontinuidades tales como impacto, conmutacion, friccion vy
deslizamiento. ElI modelado matematico de sistemas dinamicos hibridos es
particularmente importante para la comprensién de la dinamica no lineal de los sistemas
biolégicos y médicos, ya que éstos tienen muchas discontinuidades tales como el
umbral de disparo en las neuronas, diferentes estados durante el ciclo cardiaco y el
proceso de division en células. En este articulo se utiliza el modelo del autémata hibrido
para integrar los estados de sistole y diastole de la dinamica del ciclo cardiaco
utilizando una entrada discreta de referencia y poder observar su comportamiento

mediante una simulacion de los estados.
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1. Introduccion

El término “sistema hibrido” es usado para definir una clase de sistemas con
comportamientos definidos por entidades o procesos de distintas caracteristicas. Estos
sistemas contienen tipicamente variables o sefiales que toman valores de manera
continua y variables discretas que toman valores dentro de un conjunto finito de

posibilidades.

Existen muchas razones para usar modelos hibridos para representar el
comportamiento dinamico de tales sistemas. Una razén importante es la reduccion de
complejidad del modelo en orden, por ejemplo, en lugar de tener que representar las
relaciones dinamicas a partir de un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales de
orden superior, se puede representar el mismo sistema por un conjunto de ecuaciones
simples (por ejemplo ecuaciones lineales), obteniendo asi modelos simples mediante
una logistica de conmutacion entre dichos modelos, usualmente la teoria de grafos;
esta es la teoria mas comun en el modelado fisico de fendbmenos. Los esfuerzos
recientes en la investigacion de sistemas hibridos tipicamente se centran en el analisis
del comportamiento dinamico de los mismos y tienen como meta el disefio de

controladores con una estabilidad y funcionamiento garantizados [1].

Aunque se piense en el estudio de sistemas hibridos como un area individual de control
relativamente nueva, muchos de los tipos de sistemas que caen dentro de esta
categoria ya han sido estudiados con anterioridad, algunos campos de estudio
importantes que son antecedentes a los sistemas hibridos como el control en modo

deslizante, control digital y control de estructura variable [1].

La mayoria de los procesos se pueden considerar sistemas dinamicos ya que sus
salidas dependen de entradas y salidas anteriores. En la mayoria de las industrias
existen procesos que pueden ser del tipo continuo, tipo discreto y los que combinan

ambos aspectos. Estos Ultimos dan lugar a lo que se conoce como sistemas dinamicos
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hibridos. Durante su operacion, siempre sera importante el poder realizar un analisis y
evaluacion del desempefio de los procesos actuales para verificar si éstos cumplen las

especificaciones de acuerdo a lo planeado [2].

La biologia de sistemas tiene como objetivo proporcionar una comprension de los
sistemas biolégicos mediante el estudio de su estructura, dinamica y meétodos de
control. La naturaleza intrinseca multiescala de estos sistemas, tanto en el espacio
como en los niveles de organizacion, y en el tiempo, los hace extremadamente dificiles
de modelar de una manera uniforme, por ejemplo, por medio de ecuaciones
diferenciales o procesos estocasticos discretos. Ademas, estos modelos a menudo no
son facilmente susceptibles de analisis formal y sus simulaciones a nivel de érganos o
incluso de células con frecuencia son poco practicas. En efecto, un problema
importante es encontrar modelos computacionales apropiados que escalen bien tanto
para la simulacién y como para el analisis formal de los procesos bioldgicos. Técnicas
de modelado hibrido, que combinan procesos discretos y continuos, estan ganando
mas y mas atencidon en la biologia de sistemas, y se han aplicado con éxito para
capturar el comportamiento de varios sistemas bioldgicos complejos, que van desde las

redes genéticas, reacciones bioquimicas y los tejidos cardiacos [3].

El corazén humano es un sistema complejo y sin embargo robusto. Una de las sefales
mas importantes que se relacionan con el funcionamiento del corazén humano es la
senal de ECG. Es una seial variable en el tiempo que representa el potencial eléctrico
generado por la actividad eléctrica en el tejido cardiaco. Un solo ciclo del ECG refleja la
contraccion y relajacion del corazon, que conduce al corazén a la accién de bombeo;
por lo que es importante contar con un modelo que permita emular el funcionamiento
del corazén durante su operacién (sistole y diastole), ya que la informacion
caracteristica extraida de la senal del ECG se puede utilizar para indicar el estado de

salud cardiaca, asi como un potencial problema cardiaco [4].

Se ha invertido mucho esfuerzo en el desarrollo de modelos matematicos que describen
el funcionamiento del corazén humano. Uno de los desarrollos cruciales fue realizado

por [5], donde desarrolld6 un modelo matematico que capturdé tres importantes
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cualidades de las caracteristicas cardiacas: (i) equilibrio estable, (ii) umbral de
desencadenamiento de un potencial de accion; y (iii) retorno al equilibrio. Los modelos
resultantes son una ecuacion diferencial de segundo orden no lineal que representa el
latido del corazén, y una ecuacion diferencial de tercer orden no lineal para que pueda

ser aplicado el impulso nervioso.

En [6] los autores modificaron el sistema no lineal de segundo orden del latido cardiaco
presentado en [5], mediante la adicion de una variable de control de tipo de encendido-
apagado que representa el marcapasos para el cumplimiento del mecanismo de
contraccion-relajacion del corazén. La ventaja de esta adicion al modelo es que la
entrada adicional se puede utilizar para incorporar la ley de control para propésitos de
seguimiento o generacion sefiales ECG de manera sintética, la cual uno de sus usos es
para la evaluacion de los dispositivos de diagndstico ECG de procesamiento de

senales.
2. Desarrollo

Modelo del autémata hibrido

Un autémata hibrido es un modelo formal para un sistema dinamico con componentes
discretos y continuos (ver Fig. 1). Los nodos de la grafica (llamados localidades)
modelan los estados discretos del sistema y los arcos las transiciones discretas. El
estado continuo del sistema es modelado por puntos en R;y en cada localidad la
dinamica continua es representada por condiciones de flujo generalmente bajo la forma
de ecuaciones diferenciales. Es obligatorio para cada arco que tenga una localidad
como final. Consecuentemente, las localidades estan conectadas por arcos. El numero
de localidades es finito y diferente de cero. El numero de arcos también es finito y

diferente de cero [7].
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init{5,)

Fig. 1. Modelo del autémata hibrido.

Un automata hibrido esta definido completamente por H = {X,S, flujo, E, F, %, init}
donde [7]:

X = {xl,xz...,xr}

X (Variables): Representa un conjunto finito ordenado de variables

reales.

Sz{sl,sz...,sn}

S (Nodos): Es un conjunto finito de n localidades que representan los

estados discretos del sistema.
flujo (Condiciones de flujo): Una funcién de flujo etiquetada como flujo(si) que asigna
una condicién de flujo a cada localidad % €5 .

E (Transiciones): Conjunto finito E de saltos discretos llamados transiciones T; y

representados por arcos.

F (Condiciones de salto): Una funcion etiquetada como F(T;), que asigna una condicién

de salto a cada transicion T,€E.

init (Condicién inicial): Una funcién etiquetada init(s;) asigna un estado inicial a cada

localidad 5 €5 .
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Modelo del latido cardiaco

Hay dos estados del corazon en un ciclo de un latido cardiaco: la diastole, que es el
estado de relajacién, y la sistole, que es el estado de contraccion. El ciclo se inicia
cuando el corazon esta en el estado diastolico. El marcapasos que se encuentra en la
parte superior de la auricula derecha, una de las camaras superiores del corazon,
desencadena una onda electroquimica que se propaga lentamente a lo largo del atrio.
Esta onda electroquimica hace que las fibras musculares se contraigan y empuja la
sangre hacia los ventriculos - las camaras inferiores del corazén. La misma onda
electroquimica se propaga luego rapidamente en los ventriculos causando que todo el
ventriculo se contraiga en el estado sistolico, y bombea la sangre a los pulmones y
arterias. Inmediatamente después del estado sistodlico, las fibras del musculo se relajan
rapidamente y devuelven el corazon al estado diastélico para completar un ciclo del

latido cardiaco [4].

Un modelo matematico que describe el comportamiento del latido cardiaco fue
desarrollado en [5], donde se sugiri6 que este modelo debe contener tres elementos
basicos: (i) debe exhibir un estado de equilibrio correspondiente a la diastole, o estado
de relajacién del corazon; (i) debe contener un umbral para la activacién de la onda
electroquimica, haciendo que el corazdén se contraiga y entre a la sistole o estado
totalmente contraido; y (iii) debe reflejar la propiedad de un ciclo limite que incluye el

rapido retorno al estado de equilibrio inicial (estado diastdlico).

El modelo no lineal de segundo orden resultante esta dado en (1) [4].
ex; = —(x{ () + Txy () + x,(8)), T>0 (1)
Xy = x1(t) — x4

donde xy(t) representa la longitud de la fibra muscular, x»(f) es una variable relacionada
con la actividad electroquimica, &€ es un parametro pequeno constante asociado con la
escala de tiempo, x4 e€s una cantidad escalar que representa una longitud tipica de fibra

muscular en el estado diastolico, y T representa la tension en la fibra muscular.
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Se analiza la estabilidad del punto de equilibrio mediante el teorema de estabilidad
indirecta de Lyapunov [8], para ello se obtiene la matriz Jacobiana constante A de (1)

en el origen, como sigue:

=[_§(3x12(t)_T) _il =!_§ _il @)
x=0 1 0o L1 0

_of(x)
A= dx

donde £(x) = [~2 (3 (® = T, (8) + %,(8)) x1,() — x|

Para T=1y €=0.2 los eigenvalores de A, se observan que son reales y positivos lo que

indica inestabilidad en el origen.

Considerando los eigenvalores de la matriz A en (2), como:

Mz =5 (-G ~T) £ VBT~ T) ~ 4¢) ®

utilizando (3) se establece la condicién para que la parte real de los eigenvalores sea
negativa como 3x#(t) — T > 0. Por lo tanto, el sistema sera estable si x;(t) > \/m y
x(0) < —\/T_/3. En otras palabras, los umbrales para el cambio entre los estados
diastodlico y sistolico son x4 (t) = \/m y x:1(t) = —\/T_/3 respectivamente. Ya que el
punto de equilibro es estable, el sistema permanecera en ese punto a menos que haya

una excitacion externa que obligue al sistema a un nuevo punto de equilibrio.

En [6], los autores sugieren una modificacién al sistema adicionando un sefial de control

u(t) como sigue:
exty = — (%7 (t) + Tx1 (1) + %, (1)) (4)

Xy = (x1(6) — x4) + (xg — x)u(t)

donde en (4) el parametro xs adicional representa una longitud tipica de fibra cuando el
corazon esta en el estado sistolico, y u(t) representa el mecanismo de control del

marcapasos cardiaco que dirige al corazén a los estados sistélico y diastdlico.
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Proponiendo la sefial de control del marcapasos cardiaco en la forma de 0 y 1 (control
encendido-apagado), el punto de equilibrio del sistema se puede cambiar entre los
estados diastdlico y sistdlico.

El modelo no lineal de tercer orden del latido cardiaco esta dado por [4]:

ex; = (% () + X1 (%2 (D) +x3(1)) (5)
Xy = —2%4(t)—2x,(t)

X3 = —X5(t) — 1 + u(t)

donde x(t) se refiere a la longitud de la fibra del musculo, x»(t) representa la tension en
la fibra del musculo, x3(t) esta relacionado con la actividades electroquimicas, € es una
constante positiva, y u(t) representa la senal de control del marcapasos cardiaco, la cual

dirige al corazon al estado diastdlico y sistdlico.

La dinamica del sistema en (5) es de tercer orden y es similar al del sistema de segundo
orden, excepto que la dinamica de la tension de la fibra muscular se toma en cuenta, es
decir, la constante T en el sistema de segundo orden se convierte en una variable de

estado x,(t) en el sistema de tercer orden.
3. Resultados

Considere el modelo automata hibrido del sistema del latido cardiaco de la Fig. 2

definido como:

H ={X,S, flujo,E,F, X, init} (6)
donde:

X = {xy, x5}

S ={s1, 52}

E={T,, T}
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F= {F(T1);F(Tz)}
Y ={u}

init = {x;, =0,x, =0,x; = 0.7,u = 0}

x=206/u=1

init = {x; =0, x,=0,
Xg=0,u=0}

xy £—0.6/u=0

Fig. 2. Automata hribrido del latido cardiaco, en el cual el estado S1 representa la sistole

y S2 la diastole.

Como se observa en la Fig. 2, el nodo Sy representa el estado de sistole y el nodo S el
estado de diastole utilizando el modelo en (6). Las condiciones iniciales indican que la
actividad comienza en el estado de sistole. La condicion para que se active la transicion
T; se obtiene a partir del punto de equilibrio de las ecuaciones de flujo del nodo Sy, es
decir x,(t) = \/T/3. La transicién T, se dispara mediante la condicién x, (t) = —/T/3.
Cuando la transicion T, se dispara, la sefal u(t) que dirige al corazon al estado
diastdlico toma el valor de 1; en ese momento se entra al nodo S,. Cuando la dinamica

alcanza el valor de la condicién de disparo T, se regresa al nodo S; (estado sistdlico).

En la Fig. 3 se puede observar la grafica del comportamiento del latido cardiaco
proveniente del modelo de segundo orden, en la cual la curva que inicia de primero
representa el comportamiento del estado sistélico que corresponde a la contraccién
miocardica, durante la cual el corazén expulsa la sangre que hay en su interior y la cual
depende de la dinamica del estado Sy; la segunda curva representa el comportamiento

del estado diastolico que corresponde a la relajacion cardiaca, durante el cual el
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corazon se llena de sangre y cuya dinamica depende del estado S,. Para la simulacion
se propusieron los valores de la tension, ya que la fuerza de contraccidon va a depender

de la longitud inicial de la fibra muscular cardiaca, como indicador de que la contraccion
esta presente se fijo T=1y e =0.2.
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Fig. 3. Comportamiento de los estados del ciclo cardiaco (S1-S2).

4. Discusion

Es importante asegurar que las transiciones que se efectuan entre los estados del ciclo
cardiaco puedan alcanzarse; por lo anterior se tiene que asegurar que la evolucién no
lineal de cada estado tienda a un ciclo limite estable, para lo cual se grafican los
diagrama de fase de cada estado. Un ciclo limite es una trayectoria cerrada, es decir, no
existen otras trayectorias cerradas en la vecindad de ésta y por lo tanto las trayectorias
vecinas a ésta se mueven en espiral acercandose o alejandose del ciclo limite; cuando
las trayectorias del sistema tienden a formar una o6rbita cerrada se dice que existe
un ciclo limite estable. En la Fig. 4 y Fig. 5 todas las trayectorias terminan en el ciclo
limite en torno al punto de equilibrio, tanto para la sistole como para la diastole, lo que
revela la estabilidad de la evolucidn de los estados en el modelo del automata hibrido y

que cumple con el requisito de retorno entre estados del modelo del ciclo cardiaco.
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Fig. 4. Ciclo limite del estado sistole de la dinamica del nodo S1.
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Fig. 5. Ciclo limite del estado de diastole de la dinamica del nodo S2.

Para el caso del automata hibrido que utiliza el modelo de tercer orden del latido

cardiaco, los resultados son similares al de segundo orden.
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5. Conclusiones

Los sistemas biolégicos como el que describe el comportamiento del latido cardiaco son
sistemas no lineales que presentan discontinuidades asociadas con su funcionamiento.
Por lo tanto, es importante contar con un modelo que pueda representar la interaccion
de las dinamicas tanto discretas como continuas. Los modelos y simulaciones
matematicas, junto con los estudios experimentales y clinicos adecuados, son
instrumentos necesarios y complementarios para el diagnostico y prevencion de

enfermedades cardiovasculares.

Las arritmias cardiacas constituyen un problema relevante por su incidencia y
trascendencia clinica [8]. Se requiere la aplicacion de importantes esfuerzos para
conseguir su control eficaz mediante el perfeccionamiento de las técnicas diagndsticas,
de los procedimientos terapéuticos y, lo que es mas importante, mediante una

prevencion efectiva que impida o dificulte su desencadenamiento.

En este articulo se utilizd6 el modelo del autdmata hibrido para la representacion del
funcionamiento del latido cardiaco. Se pudo observar que dicho modelo permite la
integracion de las entidades continuas y discretas. Los modelos de ritmo cardiaco
resultantes son sistemas de fase minima adecuados para el disefio de leyes de control
de seguimiento; como trabajo a futuro estas leyes de control de seguimiento se pueden
utilizar para generar sefales ECG sintéticas que apoyarian la validacion de manera
satisfactoria de los datos EGC provenientes de dispositivos de procesamiento de

sefales cardiacos como los marcapasos.
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