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Resumen

Dinamica es un curso esencial en cualquier carrera de ingenieria. En ese sentido
la aceleracién de Coriolis, a pesar de haber sido ampliamente estudiada en diversos
libros de texto y articulos cientificos, representa un tdpico retador para la
enseflanza. En consecuencia, los estudiantes experimentan problemas en
comprender la conexidon entre las expresiones matematicas y el significado fisico
del fendmeno. Esto es debido al hecho de que usualmente la aceleracion de Coriolis
se explica con base en un sistema de referencia rotatorio y otro inercial, por ejemplo,
en libros de texto tipicos la aceleracién de Coriolis se deduce y explica en solo dos
paginas. El método expuesto en este trabajo es mas general y puede ser facilmente
extendido a los analisis cinematicos de orden superior del cuerpo rigido debido a
gue éste estd basado en simples derivadas temporales de vectores gue relacionan
cuerpos rigidos en movimiento general.
Palabra(s) Clave: Aceleracion, Cinematica, Coriolis, Ensefianza/Aprendizaje,

Vector anclado, Vector libre.
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Abstract

Dynamics is an essential issue in any engineering program. In that concern
Coriolis acceleration, eventhough that it has been widely addressed in many
textbooks and technical papers, represents a challenging topic to teach.
Consequently, undergraduate students undergo troubles to understand the
connection between the mathematical expressions and the physical meaning of the
phenomenon. This is due to the fact that usually the Coriolis acceleration is briefly
explained based on rotating frames of reference and one noninertial frame, e.g., in
typical textbooks the Coriolis acceleration is derived and explained in only two
pages. The method exposed in the contribution is more general and can be easily
extended to higher-order kinematic analyses of rigid body owing that it is based on
simple time derivatives of vectors relating bodies in general motion
Keywords: Acceleration, Bound vector, Coriolis, Free vector, Kinematics,

Teaching/Learning.

1. Introduccioén

El concepto efecto Coriolis fue introducido hace casi dos siglos por el matematico
francés Gaspard-Gustave Coriolis y es el resultado del fenbmeno fisico que se
observa cuando se tiene un cuerpo rigido en rotacion trasladandose con respecto a
otro cuerpo rigido o sistema de referencia. Estos movimientos son independientes
entre si y producen una aceleracion perpendicular al eje de rotacion del sistemay a
la velocidad relativa del cuerpo en movimiento conocida como aceleracion de
Coriolis. A diferencia de las aceleraciones normal y tangencial, la aceleracién de
Coriolis es un término mas elusivo que causa cierta dificultad en su interpretacion.
Por ejemplo, en libros de texto ampliamente conocidos, por citar algunos [Meriam y
Kraige 1997, Gray y Plesha 2012, Beer et al 2013, Pytel y Kiusalaas 2016], la
aceleracion de Coriolis se deduce ciertamente de acuerdo a la derivada temporal
de un vector de posicion que relaciona dos sistemas de referencia, uno fijo y el otro
rotatorio. Sin embargo, la limitacion del concepto empleado obliga a una
interpretacion que en cierta forma minimiza el desarrollo matematico con la que se

obtuvo dicha aceleracion, y es de esta manera que la aceleracion de Coriolis se
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explica burdamente a partir de la descomposicion de la velocidad absoluta de un
punto del cuerpo rigido en movimiento en tres vectores cuyos cambios instantaneos,
por supuesto de velocidad, en el marco de la teoria de limites nos llevan a elucidar
el téermino de la aceleracion de Coriolis. Es por esto que quizas los estudiantes de
un curso convencional de dindmica experimentan ciertas dificultades cuando
intentan resolver problemas estandar de la materia. Mas aun, con dicha metodologia
resulta practicamente imposible extender el concepto de la aceleracion de Coriolis
a la tercera derivada. Ante tal escenario, la propuesta de tratados modernos sobre
el efecto Coriolis es un tépico obligatorio tanto en el &mbito académico como el
industrial. En ese sentido Dolovich et al [2012] reportan el analisis de aceleracién
con base en la derivada del vector velocidad con respecto a un sistema de referencia
inercial Unico. Persson [2014] discute la aceleracion de Coriolis de manera un tanto
intuitiva considerando dos escenarios diferentes: i) el movimiento general de la
tierra, ii) el movimiento de una mesa rotatoria, mientras que Gallardo-Alvarado
[2016] ejemplifica la deduccion del efecto Coriolis con base a derivadas temporales
de vectores de acuerdo a diferentes sistemas de referencia que relacionan tres
cuerpos en movimiento.

En este trabajo se revisan conceptos fundamentales que permiten una mejor
comprension de la obtencién y aplicacion de la aceleracion de Coriolis en sistemas
mecanicos y que no es posible encontrar, hasta donde los autores suponen, en los
libros de texto convencionales. El método se ejemplifica obteniendo la ecuacion de
pulso de Coriolis, o andlisis de la tercera derivada, y el analisis de aceleracion del

mecanismo de Ginebra.

2. Conceptos preliminares
La figura 1 muestra un cuerpo rigido m el cual se mueve con respecto a otro cuerpo
rigido o sistema de referencia j. De manera similar el cuerpo | se mueve con

respecto al cuerpo k. Suponga que sobre el cuerpo m se encuentra una base

A A

ortonormal y a derechas fija definida por los vectores unitarios, b ,b, y Bg . Entonces,

la velocidad angular del cuerpo rigido m, como se observa desde el cuerpo |, de
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acuerdo a Kane y Levinson [1985] puede expresarse en términos de velocidades

angulares y lineales parciales de la siguiente manera

idb idb
b+bh —3.b+bh —2*.h (1)

idb,

Jo™ [ b,

¥

Figura 1 Sistemas de referencia fijos y maoviles.

Esta definicion de velocidad angular del cuerpo rigido sin duda debe resultar un
tanto extrafia para aquellos lectores acostumbrados a tratar la velocidad angular
como una entidad escalar mas que vectorial, y forma parte de estudios profundos
desarrollados por Kane y Levinson [1985] con el animo de simplificar las ecuaciones
de movimiento de sistemas complejos dejando de lado la vaguedad de cantidades
virtuales asociadas a los métodos clasicos de analisis. Mas aun, la elegancia de
esta definicion permiti6 extender de manera brillante el andlisis de velocidad de
sistemas mecanicos por medio de la teoria de tornillos al analisis de aceleracion
[Rico y Duffy 1996]. En el presente trabajo la utilidad de la ecuacion 1, queda de
manifiesto cuando se trata de obtener la derivada temporal de vectores empleando
diversos sistemas de referencia el cual es un procedimiento fundamental en la

obtencion de la aceleracion de Coriolis. En primera instancia considere que f es

un vector fijo o anclado en el cuerpo m, y que por lo tanto éste puede

descomponerse en ecuacion 2.

B =pb+pB,b+ b (2)
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Por lo tanto, el producto cruz (x) de la velocidad angular @ con el vector 8

conduce a ecuacion 3.

o idb idb idb
‘0" x =D dtz-b3+b2 dt3-b1+b3 dtl-bz x(B,b+ B, b+ Bh,)
)
J'd jd
:a(ﬂ1b1+ﬁ2bz+ﬁ3b3):aﬂ

Considere ahora un supuesto mas general: # es un vector libre en el cuerpo |.

Entonces, la derivada temporal de # tomando como referencia al cuerpo | viene
dada por ecuacion 4.
W, '
dt at
|
d k |
= d—t(ﬁ1b1+ B+ Bib) + *a' x (B, b+ B+ b)) (4)

(.b+ B,b,+ B,b,)

d k|
:aﬂ+ o xf

Notese que el resultado de la ecuacion 4, toma ventaja del hecho de que la derivada

temporal de un escalar no depende del sistema de referencia y de esta manera es

posible intercambiar en las derivadas temporales de los escalares ,Bl el sistema de

referencia K por él | lo cual facilita una rapida interpretacion de dichas derivadas.

3. Vectores cinematicos angulares
La figura 2 muestra tres cuerpos rigidos etiquetados como j, K y men
movimiento relativo. El cuerpo | asume el rol de sistema inercial de referencia

mientras que el cuerpo M es aquel en el que se desean determinar las condiciones
de movimiento. Por ejemplo, en un manipulador tipo serie el cuerpo m es
precisamente el 6rgano terminal. Por su parte el cuerpo K es un cuerpo de enlace

que permite relacionar expresiones cinematicas de los cuerpos | y m.
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‘ ®

Figura 2 Tres cuerpos rigidos en movimiento relativo.

El andlisis de velocidad consiste en determinar los vectores de velocidad angular y

lineal del cuerpo M como se observan desde el cuerpo | tomando en cuenta el

comportamiento cinematico del cuerpo K. A fin de determinar el vector de velocidad
angular del cuerpo m recurriendo a los resultados de la seccidn 2 se tiene ecuacion
5.

id - d Id “d -
— im — ko m — ik 5
—dtﬂ 0" x B, —dtﬂ o xpf, —dtﬂ —dtﬁ'+w><ﬂ (5)

De esta manera la combinacion de resultados conduce a ecuacion 6.

d o,
Eﬂ—aﬂﬁ‘&))(ﬂ

(6)
o™ x B = 0" xp+ 0 xp
Por lo tanto, se obtiene ecuacion 7.
jwmxﬂz(jwk+kwm)><ﬂ—>jwm=jwk+kwm (7)

Por otra parte, el analisis de aceleracion consiste en determinar las aceleraciones

angular y lineal del cuerpo m como se observan desde el cuerpo j tomando en

cuenta el comportamiento cinematico del cuerpo K. La componente angular de

aceleracion se obtiene tomando en cuenta que este vector es precisamente la
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derivada temporal de la velocidad angular '@™ con respecto al sistema de

referencia | , ecuacion 8.

i j
'amD—d’m—d(a)+w)
dt dt
id id
R PN Y k,_m
“a C Tw @ (8)
“d
=la"+'o"xw +Ekwm
k m

Es de llamar la atencién la facilidad con la que se genera el término '@ x *@™
el cual se puede denominar como aceleracidon angular de Coriolis,. Mas aun, la
generalidad del procedimiento es tal que permite facilmente elucidar la tercera
derivada angular del cuerpo m conocido como pulso angular. En efecto, el pulso
angular del cuerpo M se define como la derivada temporal de la aceleracion

angular, ecuacion 9.

| iq iq |
'p" [ d—t‘am :a('ak + ¥ a™ + T x kwm)
g d i
:d—t’ak+‘wkxkam+—kam+—‘wkkam
+Hao' x| 1o x o™ + j 9)
k

=p+p+w><a+axw+wx(1wkkam+kam)

i ko, K i Kk i kK ik (ik ok
='p+"p" + 20" x"a" +'a" x ‘0" +'w x(‘wxwm)

3. Vectores cinematicos lineales

El vector de velocidad angular y sus derivadas temporales, por ejemplo,
aceleracion y pulso angulares, son propiedades del cuerpo rigido y por lo tanto no
dependen de un punto en particular de éste. Al contrario, el vector de velocidad

lineal y sus derivadas temporales, como lo son la aceleracion y pulso lineales,
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dependen del punto de andlisis del cuerpo rigido. En ese sentido, la informacién de
la figura 2 es incompleta para abordar el tema del analisis de aceleracion. La figura

3 complementa la informacién de la figura 2 introduciendo vectores de posicion.

Figura 3 Tres cuerpos en movimiento y sus vectores de posicion.

En la figura 3, p es un vector que inicia en el punto A del cuerpo | y termina en

el punto B del cuerpo K. Mientras que g es el vector de posicion entre los puntos

B y O. Mas aun, I es un vector que inicia en el punto A y termina en el punto

O™. Claramente, estos tres vectores estan relacionados por la relacion de clausura,

ecuacion 10.

N=p+g (20)

Por lo tanto, tomando en cuenta que el vector de velocidad lineal se define como la

derivada temporal de un vector de posicion es posible obtener la velocidad del punto

O™ fijo en el cuerpo M, ecuacion 11.

iVij_dr:j_d(p+q):j_dp+j_dq
°  dt dt dt = dt

. (11)

ok ik O ik ik k,m
= VB+w><q+dtq— Vet o xg+ V]
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Sin embargo, recurriendo al concepto clasico de velocidad relativa:

[V S P S B
Vs ='vg+ o xq

Lo cual simplifica la ecuacién 11 a ecuacion 13.
iv,m gk k,,m
Vg = Vot TV, (12)
Con el proposito de determinar el vector de la aceleracion del punto O considere

que ésta por definicion es la derivada temporal del vector de velocidad lineal,

ecuacion 13.
: id . id /. :
jam g _Hiym _ Mgk ik K ,m
a, U p” vy dt( Vit @ xg+ vo)
id . i _ j j
:—d’vg+—d'w"><q+’a)"><—dq+—d"v(’)n
dt dt dt dt (13)
_ gk ik k| K ‘ ik okgm, im
='a;+ 'a xq+ o x| ' xq+aq +'m" x VO+E vy

_ iak i,k ik i,k ik kym, j ok kym, kam
—aB+a><q+wx(w><q)+w><Vo+w><vo+ao

Sin embargo, recurriendo al concepto clasico de aceleracion relativa, ecuacion 14.

i Ak

as :ja;+ja"xq+jw"x(jw"xq) (14)

Y con ello se obtiene ecuacion 15.

lal ='as+ al+ 20 x ] (14)

i k k . .z
Donde, 2'@" x Vg‘ es precisamente el famoso vector de la aceleracion de

Coriolis. A fin de ilustrar el potencial del método expuesto, en los siguientes parrafos

se deduce el vector del pulso lineal del cuerpo M como se mide desde el cuerpo |

, €l cual se denota como 'pg :
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El vector de pulso lineal se define como la derivada temporal del vector de

aceleracion lineal, ecuaciéon 16.

| i i, | | |
Jp(r)nD_dJaén:_d(la;+Jakxq+kax(kaxq)_'_zjwkxkvén_i_katr)n)

at dt

d. , d; ] id |
=—la'+ =g xg+ 'a" x —g+ — 0" x (0" x

d ® dt a dtq dt ( q)

: id . _ i iq
+a x —d’w"xq+’wkx_dq +2—d’wk><kvg‘

dt dt dt
_ Id id
12l x — vy —*aT"
d& °da X
k
=py +'p  xq+ 'a" x jkaCHaq +jak><(jwk><q)
k
Heo' x| Ta" xq+ 10" x ja)k><q+aq +2'a“ x vy
. . k

+2V ¥ x kaxkvg_l_akvgq
AR PA 21 g (1 ¥ ik (iok
= pg +p xQg+ ax(a) xq)+w><(a xq) as)

+jwk><(ja)kx(jwkxq))+jakxkvg+jwkx(jwkxkvg‘)
i ko kem . oji.k (i Kk _ kgm i k_kam, j .k _kam, k._m
t2'a" x"Vy+ 2w x(w X VO)+2w x‘ag+ @ xaj+ " pg
Donde:
J'p(';:jp;+jpk><(:]+2jozk(jcok><q)+ja)k><(jock><q)
| | | (16)
I K J K (IS
+'w x(a) x(w xq))

Por lo tanto

i i ko, K i ko k P k(i K
'l ="pS+ pl +3a xV]+3o xa]+3w x(’w X vg‘) (17)

En la ecuacion 18, el término 3'a* x “vi'+ 30 x “al'+ 30" x ('o* x “V)

se denomina el vector de pulso lineal de Coriolis.
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4. Caso de estudio. Mecanismo de Ginebra
Con el proposito de ejemplificar el método de analisis expuesto en la contribucion,
en esta seccidn se resuelve el analisis cinematico del mecanismo de Ginebra,

también conocido como Cruz de Malta, figura 4.

Figura 4 Mecanismo de Ginebra.

El mecanismo de Ginebra es un dispositivo mecénico de movimiento intermitente y
ha sido ampliamente aplicado en la industria en maquinas de tejer, mecanismos de
precision, empacadoras, etc. Se compone de dos ruedas, una rueda cumple la
funcién de eslabdn motriz que gira con velocidad angular constante mientras que la
otra es una rueda conducida sobre la cual se ubican cuatro ranuras rectas, aunque
actualmente también se contemplan ruedas conducidas con un namero mayor de
ranuras e incluso éstas pueden ser ranuras curvas [Hsieh 2014]. EI movimiento
intermitente se logra cuando el perno fijo a la rueda motriz entra en contacto con
alguna de las ranuras de la rueda conducida, después de cierto tiempo el perno se
separa de la ranura provocando el reposo de la rueda conducida. De esta manera,
la rueda conducida gira con velocidad angular variable la cual incluso llega al
reposo. El problema consiste en resolver el analisis de posicion, velocidad y

aceleraciéon del mecanismo de Ginebra.

Andlisis de Posicion
Con base en la figura 5, el analisis de posicion consiste en determinar el angulo
6 que define la orientacién de la cruz dados el &ngulo ¢, el cual define la orientacion

del perno P fijo a la rueda motriz, y los parametros b y ¢ del mecanismo.
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Figura 5 Parametros del mecanismo de Ginebra.

Las ecuaciones de clausura del mecanismo vienen dadas por ecuaciones 19y 20.
asin(@) -bsin(p)=0 (18)
acos(d) +bcos(¢) —c =0 (29)

Después de unas simples operaciones algebraicas se obtiene ecuacién 21.

(20)

a’-b?>+c?
0 =arccos| ———

2ac

Donde:

a® =b”* +c® - 2bc cos( ¢)

Y con ello se completa el analisis de posicion del mecanismo.

Analisis de Velocidad
El andlisis de velocidad del mecanismo de Ginebra consiste en determinar su
ecuacion entrada-salida de velocidad. Para tal fin, considere que la rueda A gira con

velocidad angular ¢ en sentido antihorario lo cual provoca que la cruz gire en

sentido horario con una velocidad angular 6. De esta manera por parte de la rueda

A, la velocidad del perno P se obtiene con ecuaciéon 22.
Vo = @, X Iyo = @, xb(cOp) +8in(p)] ) = ghcos(p)j - gbsin(p)i  (21)
Donde r,, , es un vector que inicia en el punto Oz y termina en el punto P. Por otra

parte, el célculo de la velocidad del perno P a partir de la cruz B requiere de la
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aplicacién de la ecuacion 12. Para una mejor interpretacion de dicho calculo
considere que la velocidad del perno P se puede visualizar de mejor manera si la

velocidad de éste se descompone en dos movimientos, figura 6.

PN

Figura 6 Descomposicién de la velocidad del perno P en dos velocidades independientes.

La velocidad del perno P calculada a partir de la cruz, vendra dada por ecuacién 23.

v o=y

_ gk | kym
P p = Vp T Vp

=0 xr,  +u 22)

P/O,

— G, xa(~cos()i +sin(9)j ) +u(-cos(O) +sin(6)j)

Donde u es el vector representativo de la velocidad relativa del perno con respecto

a la cruz. lgualando (22) y (23) se obtiene que

@hcos(p)j — ¢gbsin(p)i = —adsin(8)i —adcos(8)j —ucos(d)i + usin(b)j (23)

Por lo tanto, arreglando matricialmente la ecuacion 24, la ecuacién entrada-salida
de velocidad del mecanismo de Ginebra resulta ser ecuacion 25.

{asin(e) cos(6) }H { gbsin(p) }

acos(d) -sin(@)||lu —gbcos(p) (24)

Andlisis de Aceleracién

El analisis de aceleracion del mecanismo de Ginebra consiste en determinar su
ecuacion entrada-salida de aceleracion. La estrategia de analisis es similar a la
empleada en el analisis de velocidad: estudiar el movimiento del perno P como se

observa desde el cuerpo Ay la cruz B.
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Por parte de la rueda A la aceleracion del perno P, puesto que éste se encuentra
fijo al cuerpo A, se obtiene de manera directa con ecuacion 26.
. .2
G =@ X l’P/ol -9 rP/o1 (25)
= ¢, xb(cos(p)i +sin(p)j ) - ¢*(cos(p)i +sin(p)] )

Donde ¢es la aceleracion angular de la rueda A. Por otra parte, la aceleracién del

perno P como se observa desde la cruz B obliga al uso de la ecuacion 15, dado el

movimiento relativo del perno con respecto a la cruz. Para una mejor interpretacion

de dicha ecuacion 15, considere figura 7.

Figura 7 Descomposicion de la aceleracion del perno P en aceleraciones independientes.

La aplicacién de la ecuacion 15 permite obtener la aceleracién del perno P, ecuacion
27.

o - :
8 =0 X0 =0T, T8 +20, xU

= G % (—cos(p)i +sin()] ) + 67 (—cos(p)i +sin(p)j ) (26)
+a, (—cos(p)i +sin(p)j ) + 20, x u(-cos(p) +sin(p)j )

Donde 6 es la aceleracién angular del cuerpo B mientras que a_es el vector de la

aceleracion relativa del perno con respecto al cuerpo B. Por lo tanto, igualando

ecuacion 26 y ecuacion 27, se obtiene ecuacion 28.

B X Toy + ¢2b(—cos(¢)i +sin(p)j ) = ék X0, = 92rP/02 +a (—cos(go)i + Sin(go)j)

. (27)
+20, x u(~cos(p) +sin(p); )
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Finalmente, ordenando matricialmente ecuaciéon 28, la ecuacién entrada-salida de
aceleraciéon del mecanismo de Ginebra resulta ser ecuacion 29.

{asi n(@) cos(f) } 0 bg? cos(p) + ad?cos(0) — 2udsin(9) + gbsin(y)

= i i 28
acos(d) -sin(9)||a b¢® sin(p) —ad’sin(f) — 2ubcos(d) — phcos(p) (8)

El analisis de aceleracién del mecanismo de Ginebra es quizas el caso mas popular
empleado para la ejemplificacion del céalculo de la aceleracion de Coriolis en un
curso normal de dinamica. El manejo de vectores de acuerdo a diferentes sistemas
de referencia empleando el método descrito en la contribucién es coherente y

permite una rapida conexion entre la formulacion matematica y el fenomeno fisico.

5. Discusion

El concepto efecto Coriolis fue introducido hace mas de dos siglos y en los afios
1830, en plena revolucion industrial, se convirtié en un tema de gran interés dado el
desarrollo exponencial de maquinaria con partes rotantes. La cuestion de que tanto
afectaba a una maquina el hecho de que los elementos rotantes de ésta tuviesen
adicionalmente movimientos translacionales independientes de la rotacion se
convirtié en un problema matematico sumamente atractivo. La respuesta en realidad
no es tan simple y es asi que en palabras de Persson [1998] es comun que en los
libros de texto se genere cierto apresuramiento o ansiedad en asegurar a los
lectores que el efecto Coriolis es una “fuerza ficticia” o una “construccién mental”.
Por otra parte, sin duda la aceleracion de Coriolis es un tema esencial en todo curso
de dinamica de cualquier ingenieria y sin embargo se explica de manera breve en
libros de texto con base en un sistema rotatorio y otro inercial. La limitacién del
método provoca que los estudiantes experimenten ciertas dificultades al tratar de
conectar los conceptos matematicos adquiridos con el fendmeno fisico en la
solucion de problemas. Mas adn, con dicha metodologia resulta practicamente
imposible extender el analisis de aceleracion al analisis de pulso y subsecuentes.
En este trabajo se presenta de manera sumamente detallada como la aceleraciéon
de Coriolis puede elucidarse con base en las derivadas temporales de simples

vectores de acuerdo a diferentes sistemas de referencia relacionando tres cuerpos
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en movimiento relativo en el que uno de ellos actia como un sistema inercial. Las
ecuaciones resultantes no son intuitivas y faciles de aplicar. Para sustentar dicha
afirmacion, el método se ejemplifica en el analisis de aceleracion del mecanismo de
Ginebra. Mas aun, el método seleccionado adquiere relevancia cuando se aplica en
la obtencién del pulso de Coriolis, es decir el analisis de la tercera derivada. Sin
duda con el material expuesto en esta contribucién los lectores tienen herramientas
interesantes que permiten de manera sistematica y practica resolver problemas
dinamicos en los que la aceleracion de Coriolis emerge dada las combinaciones de
movimientos generales que afectan el comportamiento cinemético de sistemas

mecanicos.
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