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Resumen 

Este trabajo presenta el diseño e implementación de un controlador de seguimiento 

suave de velocidad angular bidireccional para un motor de CD, basado en la técnica por 

retroalimentación de todos los estados más un término integral. Todas las variables de 

estado son retroalimentadas, con la finalidad de tener un comportamiento idéntico a la 

variable de velocidad angular de referencia. Esta se calcula mediante un polinomio de 

interpolación (Bézier) de alto orden. Como el motor se somete a perturbaciones 

endógenas y exógenas, tales como: par de carga, fricción y otros parámetros 

desconocidos. Por tanto, se agrega a la ley de control un término integral del error de 

velocidad con la finalidad de minimizar los efectos provocados por tales perturbaciones. 

Finalmente, se presentan los resultados experimentales obtenidos a través de la 
plataforma basada en DSP de la implementación del controlador propuesto. 

Palabras Claves: Arranque Suave, Control Robusto, Convertidor CD-CD puente 

completo, Retroalimentación de estados, DSP. 

1. Introducción

Debido al rápido desarrollo tecnológico, las áreas de aplicación para motores eléctricos 

han incrementado de manera sustancial. Aunque relativamente caros, los motores 

convencionales son ampliamente usados en muchas unidades industriales, 

aplicaciones aeroespaciales, aplicaciones automotrices [1, 2, 4, 11, 12, 13]. Esto, 

porque son confiables y fáciles de controlar. En aplicaciones de alto rendimiento, como 

en robótica, manipuladores guiados, etc. la rápida respuesta, insensibilidad a variación 

de parámetros, recuperación rápida de velocidad ante aplicación de par de carga, entre 
otras, impactan de manera crítica al desempeño del sistema [3, 4, 6, 8, 9]. 

Los controladores convencionales, PI o PID, aplicados a motores de CD necesitan un 

modelo matemático preciso que describa el sistema dinámico [4]. Es muy difícil obtener 

un modelo del sistema preciso, es decir, siempre existen condiciones desconocidas 
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inevitables como saturación, perturbación, ruido, etc. Además, el par de carga aplicado 

al motor es siempre incierto, y presenta características mecánicas no-lineales [6, 7, 9]. 

Estas últimas causan inestabilidad en el sistema si no se utiliza un controlador 

apropiado. Para aplicaciones donde no se requiere un control preciso, se utilizan 

técnicas de control convencional, no considerando un criterio de alto desempeño [4, 7, 

8, 12]. En años recientes se han aplicado técnicas de control moderno como control 

adaptativo, control por modos deslizantes y control por planitud diferencial, para obtener 

un alto desempeño en los  motores de CD [5, 10, 12]. Por tanto, este trabajo propone el 

diseño de un controlador por retroalimentación de estado de seguimiento de velocidad 

angular, el cual hace uso de la propiedad de planitud diferencial para la planificación de 

las trayectorias de referencia [14]. Este mismo controlador incluye un término integral 

del error de la salida (velocidad angular) con la finalidad de disminuir el efecto de la 
perturbación provocada por el par de carga [5, 7, 8].  

Este artículo está organizado como sigue. En la sección 2 se muestra el desarrollo del 

proyecto, el cálculo del modelo del motor de CD así como el planteamiento del 

problema. Se aborda la planificación de las trayectorias de referencia del sistema 

calculadas mediante un polinomio Bézier y por último se diseña el controlador por 

retroalimentación de estado más un término integral del error de la salida. La sección 3 

presenta la plataforma experimental junto con las pruebas experimentales del 

desempeño del controlador en lazo cerrado. Finalmente, en la sección 4 se dan las 
conclusiones y se abordara un trabajo futuro a partir de este proyecto. 

2. Desarrollo

Para el desarrollo de este proyecto, primero se obtienen las ecuaciones que 

representan la dinámica del motor. La Fig. 1 muestra el diagrama electromecánico 

convertidor CD-CD puente completo-motor de CD, donde el modelo dinámico es de tipo 

lineal de una entrada y una salida. Por tanto se obtienen, por la L.V.K. y la segunda ley 
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de Newton, las siguientes ecuaciones diferenciales que describen la dinámica del 

diagrama electromecánico de la Fig. 1. 

La
dia
dt = Eu − Raia − keω (1) 

J
dω
dt = kmia − Bω− τ (2) 

Donde, ia y ω denotan las variables de estado del sistema, las cuales son: la corriente 

de armadura y la velocidad angular respectivamente. La entrada de control se 

representa por la variable u, la cual es el voltaje de armadura del motor. La variable u 

simboliza el valor promedio (ciclo útil de trabajo) de la señal pulsante que prende y 

apaga a los semiconductores del convertidor puente completo y está definido en el 

intervalo cerrado [0,1]. J es el momento de inercia del motor,  Ra es la resistencia de 

armadura, La es la inductancia de armadura, ke es la constante de la Fuerza 

Electromotriz Inducida y km es la constante de par del motor. Los valores nominales de 

estos parámetros se suponen conocidos. Mientras el parámetro de par de carga τ se 

supone  desconocido. 

En base a lo anterior, se reescriben las ecuaciones (1) y (2) en la siguiente forma. 

�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 (3) 

Donde: 

𝑥𝑥 = [𝑖𝑖𝑎𝑎 𝜔𝜔]𝑇𝑇 = [𝑥𝑥1 𝑥𝑥2]𝑇𝑇,𝐵𝐵 ∈ [0,1]; 

𝐴𝐴 =

⎝

⎜
⎛−

𝑅𝑅𝑎𝑎
𝐿𝐿𝑎𝑎

−
𝑘𝑘𝑒𝑒
𝐿𝐿𝑎𝑎

𝑘𝑘𝑚𝑚
𝐽𝐽 −

𝐵𝐵
𝐽𝐽 ⎠

⎟
⎞

;  𝐵𝐵 = �
𝐸𝐸
𝐿𝐿𝑎𝑎
0
� 
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Fig. 1. Modelo del sistema acoplado full bridge - motor de CD. 

Para el sistema lineal dado por la ecuación (3), se desea que la variable de velocidad 

siga  una trayectoria de referencia de velocidad angular en sentido positivo y en sentido 

negativo. La variable realística de velocidad angular 𝜔𝜔, debe comportarse para todo 

tiempo de la misma manera que la variable de referencia. Esto último sin importar que 

exista un par de carga en el eje del motor. En base a lo anterior, se propone resolver 

este problema mediante un controlador robusto de seguimiento de trayectoria de 
velocidad angular. 

Como parte del control aplicado, se realiza la planificación de las trayectorias de 

referencia. La matriz de controlabilidad de Kalman del sistema (3), se calcula mediante 

la siguiente ecuación: 
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𝐶𝐶 =

⎝

⎜
⎛

1
𝐿𝐿𝑎𝑎

−
𝑅𝑅𝑎𝑎
𝐿𝐿𝑎𝑎2

0
𝑘𝑘𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐿𝐿𝑎𝑎 ⎠

⎟
⎞

(4) 

Donde, el determinante de la matriz es dado por: 

𝑘𝑘𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐿𝐿𝑎𝑎2

≠ 0 

Dado que el determinante de la matriz es diferente de cero, el sistema es 

completamente controlable y por lo tanto es diferencialmente plano [14, 15, 16]. La 
salida plana del sistema lineal (3), se obtiene a partir de la siguiente ecuación: 

𝐹𝐹 = (0 1)𝐶𝐶−1 �𝑖𝑖𝑎𝑎𝜔𝜔�

𝐹𝐹 =
𝐽𝐽𝐿𝐿𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑚𝑚

 𝜔𝜔 (5) 

A partir de la ecuación (5), se escoge como salida plana únicamente a la velocidad 

angular del motor 𝜔𝜔. La escogencia de 𝜔𝜔 como salida plana, sin considerar las 

constantes, no infringe la propiedad de planitud diferencial en el cálculo de la 
parametrización diferencial de todo el sistema [14, 15, 16].  

La parametrización diferencial de las variables de estado del sistema y de la entrada de 
control del mismo, está dada por las siguientes ecuaciones: 

𝜔𝜔 = 𝐹𝐹 (6) 

𝑖𝑖𝑎𝑎 =
𝐽𝐽
𝑘𝑘𝑚𝑚

�̇�𝐹 +
𝐵𝐵
𝐾𝐾 𝐹𝐹 (7) 
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Mientras la entrada de control promedio es: 

𝐵𝐵 =
𝐽𝐽𝐿𝐿𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒

�̈�𝐹 + �
𝐵𝐵𝐿𝐿𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒

+
𝐽𝐽𝑅𝑅𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒

� �̇�𝐹 + �
𝐵𝐵𝑅𝑅𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒

+ 𝑘𝑘𝑚𝑚�𝐹𝐹 (8) 

La trayectoria de referencia de velocidad angular, se calcula mediante la siguiente 
ecuación [14,16]: 

𝐹𝐹∗ (t) = 𝜔𝜔∗(𝑡𝑡) = �
𝜔𝜔�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑡𝑡 <𝑡𝑡0

𝜔𝜔�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + (𝜔𝜔�𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜔𝜔�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑝𝑝(𝑡𝑡, 𝑡𝑡0,𝑇𝑇) 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑡𝑡0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑇𝑇
𝜔𝜔�𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑡𝑡 > 𝑇𝑇

 

Donde el polinomio 𝑝𝑝(𝑡𝑡, 𝑡𝑡0,𝑇𝑇) debe interpolar suavemente entre los valores 0 y 1 para 

𝑡𝑡 ∈ (𝑡𝑡0,𝑇𝑇) de la siguiente forma: 

𝑝𝑝(𝑡𝑡, 𝑡𝑡0,𝑇𝑇) = 𝑝𝑝1 �
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0
𝑇𝑇 − 𝑡𝑡0

�
5

+ 𝑝𝑝2 �
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0
𝑇𝑇 − 𝑡𝑡0

�
6

+ 𝑝𝑝3 �
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0
𝑇𝑇 − 𝑡𝑡0

�
7

+ 𝑝𝑝4 �
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0
𝑇𝑇 − 𝑡𝑡0

�
8

+ 𝑝𝑝5 �
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0
𝑇𝑇 − 𝑡𝑡0

�
9

+ 𝑝𝑝6 �
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0
𝑇𝑇 − 𝑡𝑡0

�
10

(9) 

Con, 𝑝𝑝1 = 252, 𝑝𝑝2 = 1050, 𝑝𝑝3 = 1800, 𝑝𝑝4 = 1575,𝑝𝑝5 = 700 y 𝑝𝑝1 = 126.   

Por tanto, las variables de referencia del controlador de seguimiento, son dadas por: 

𝜔𝜔∗(𝑡𝑡) = 𝐹𝐹∗ (t)

𝑖𝑖𝑎𝑎∗(𝑡𝑡) =
𝐽𝐽
𝑘𝑘𝑚𝑚

�̇�𝐹∗ +
𝐵𝐵
𝐾𝐾 𝐹𝐹 ∗ 

𝐵𝐵∗(𝑡𝑡) =
𝐽𝐽𝐿𝐿𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒

�̈�𝐹∗ + �
𝐵𝐵𝐿𝐿𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒

+
𝐽𝐽𝑅𝑅𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒
� �̇�𝐹∗ + �

𝐵𝐵𝑅𝑅𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑒𝑒

𝑘𝑘𝑚𝑚�𝐹𝐹∗ (10) 

Las variables de referencia, �̈�𝐹∗y�̇�𝐹∗se calculan derivando la función de referencia (9) con 
respecto al tiempo.   

Enseguida, se describe el control robusto de seguimiento de velocidad angular.A partir 
de la dinámica dada en (1), se propone la dinámica de trayectoria de referencia como: 
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𝐿𝐿𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎

∗

𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝐵𝐵∗ − 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎∗ − 𝑘𝑘𝑒𝑒𝜔𝜔∗ (11) 

𝐽𝐽
𝑑𝑑𝜔𝜔∗

𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑘𝑘𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎∗ − 𝐵𝐵𝜔𝜔∗ 

Por tanto, a partir de la dinámica del error de seguimiento, dado como:𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 = 𝑖𝑖𝑎𝑎 −

𝑖𝑖𝑎𝑎∗,  𝑒𝑒𝜔𝜔 =  𝜔𝜔 − 𝜔𝜔∗,  𝑒𝑒𝑢𝑢 = 𝐵𝐵 − 𝐵𝐵∗, se obtiene lo siguiente: 

 𝐿𝐿𝑎𝑎𝑒𝑒𝚤𝚤𝑎𝑎̇ = 𝐸𝐸𝑒𝑒𝑢𝑢 − 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝑘𝑘𝑒𝑒 𝑒𝑒𝜔𝜔 (12) 

𝐽𝐽 𝑒𝑒�̇�𝜔 = 𝑘𝑘𝑚𝑚𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝐵𝐵 𝑒𝑒𝜔𝜔 

A la dinámica de error de seguimiento (12), se agrega una dinámica de error de 
seguimiento de la salida (velocidad angular), expresada como: 

𝑑𝑑Υ
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝜔𝜔 (13) 

Por tanto, la dinámica resultante del error de seguimiento es: 

�̇�𝑒 = 𝐴𝐴∗𝑒𝑒 + 𝐵𝐵∗𝑒𝑒𝑢𝑢 (14) 

Dónde: 

𝑒𝑒 = (𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎  𝑒𝑒𝜔𝜔 Υ); 

�̇�𝑒 = �𝑒𝑒𝚤𝚤𝑎𝑎̇  𝑒𝑒�̇�𝜔 Υ̇�𝑇𝑇 

𝐴𝐴∗ =

⎝

⎜
⎛
−
𝑅𝑅𝑎𝑎
𝐿𝐿𝑎𝑎

−
𝑘𝑘𝑒𝑒
𝐿𝐿𝑎𝑎

0

𝑘𝑘𝑚𝑚
𝐽𝐽 −

𝐵𝐵
𝐽𝐽 0

0 1 0⎠

⎟
⎞

;𝐵𝐵∗ = �

1
𝐿𝐿𝑎𝑎
0
0

� 

A partir de (14) se propone la ley de control por retroalimentación de la siguiente 
manera: 
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𝑒𝑒𝑢𝑢 =  −𝑘𝑘1𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎−𝑘𝑘2 𝑒𝑒𝜔𝜔−𝑘𝑘3Υ (15) 

Se sustituye (15) en (14), y se aplica la transformada de Laplace considerando las 

condiciones iniciales de las variables de estado igual con cero, y se obtiene la siguiente 
matriz: 

𝜑𝜑 =

⎝

⎜
⎛
𝑠𝑠 +

𝑅𝑅𝑎𝑎
𝐿𝐿𝑎𝑎

+
𝑘𝑘1
𝐿𝐿𝑎𝑎

𝑘𝑘𝑒𝑒
𝐿𝐿𝑎𝑎

+
𝑘𝑘2
𝐿𝐿𝑎𝑎

𝑘𝑘3
𝐿𝐿𝑎𝑎

𝑘𝑘𝑚𝑚
𝐽𝐽 𝑠𝑠 +

𝐵𝐵
𝐽𝐽 0

0 1 𝑠𝑠 ⎠

⎟
⎞

(17) 

Para el cálculo de las ganancias 𝑘𝑘2, 𝑘𝑘1 y 𝑘𝑘0 de la matriz 𝜑𝜑, se calcula el determinante y 

este se iguala a un polinomio de tipo Hurwitz. Esto garantiza la convergencia asintótica 

del vector de error de seguimiento a cero. El polinomio Hurwitz propuesto, es de tercer 
orden y está dado como: 

𝑃𝑃(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 + 𝛼𝛼)(𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝜔𝜔𝑖𝑖𝑠𝑠 + 𝜔𝜔𝑖𝑖2 ) (18) 

De aquí, se obtienen los siguientes valores de ganancias: 

𝑘𝑘2 =2𝜁𝜁𝜔𝜔𝑖𝑖+𝛼𝛼 

𝑘𝑘1 = 𝜔𝜔𝑖𝑖2 +2𝜁𝜁𝛼𝛼𝜔𝜔𝑖𝑖 

𝑘𝑘0 = 𝜔𝜔𝑖𝑖2𝛼𝛼 

Por lo tanto el control robusto de seguimiento de velocidad angular es dado como: 

𝐵𝐵 = 𝐵𝐵∗−𝑘𝑘2(𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝑖𝑖𝑎𝑎∗)−𝑘𝑘1(𝜔𝜔 −𝜔𝜔∗)−𝑘𝑘0�(𝜔𝜔 −𝜔𝜔∗)𝑑𝑑𝑑𝑑 

La parte integral del error de seguimiento de velocidad angular, minimiza los efectos 

provocados por la aplicación de par de carga desconocido en el eje del motor. 
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3. Resultados

En la Fig. 2 se muestra el diagrama a bloques de controlador robusto de seguimiento de 

velocidad angular, donde el algoritmo del controlador fue implementado en un equipo 

dSPACE 1104 dentro del cual se incluyó la trayectoria de referencia de velocidad 

angular. Para el control del convertidor CD-CD puente completo, se utilizó un circuito 

PWM configurado a una frecuencia de operación de 33kHz. El motor utilizado en las 

pruebas experimentales, es un motor Cleveland® MotionControls tipo serie, modelo 

ME2130-198B. El sensor de posición utilizado está integrado a la estructura del motor, 

de modelo E6M, con parámetro de resolución de 10000 PPR. La variable de corriente 

es monitoreada por un sensor de corriente (BELL® NT-5). 

Fig. 2. Diagrama a bloques general del control robusto de seguimiento de velocidad 
angular del sistema en lazo cerrado. 
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La Fig. 3 muestra la respuesta de velocidad angular del sistema en lazo cerrado para 

una trayectoria de velocidad angular dada como: 

𝐹𝐹∗(t) =

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

0
0 𝑝𝑝 200

200
200 𝑝𝑝 0

0
0 𝑝𝑝 − 200
−200

−200 𝑝𝑝 0

⋯

0 ≤ 𝑡𝑡 < 2.4
2.4 ≤ 𝑡𝑡 < 3.7
3.7 ≤ 𝑡𝑡 < 4.7
4.7 ≤ 𝑡𝑡 < 5.6
5.6 ≤ 𝑡𝑡 < 6.7
 6.7 ≤ 𝑡𝑡 < 7.5
7.5 ≤ 𝑡𝑡 < 8.7
8.7 ≤ 𝑡𝑡 < 9.5

 

Esta respuesta de velocidad angular no sufre los efectos de la aplicación del par de 

carga aplicado al eje del motor. El parámetro de par de carga aplicado al eje es 

estimado mediante un observador de orden reducido. La Fig. 4 muestra la señal de 

estimación del parámetro de par de carga desconocido, con la finalidad de mostrar la 
perturbación exógena desconocida aplicada al sistema. 

Fig. 3. Respuesta de velocidad angular del controlador robusto de seguimiento de 
trayectoria. 
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Fig. 4. Estimación en línea del parámetro de par de carga. 

4. Conclusiones

La ley de control propuesta es robusta bajo perturbaciones endógenas y exógenas de 

par con variaciones lentas. El seguimiento de velocidad angular del motor de cd es casi 

perfecto con respecto a la trayectoria de referencia deseada bajo par de carga, y esto 

muestra una excelente robustez del controlador ante el rechazo activo de 

perturbaciones. La trayectoria de referencia deseada evita los altos consumos de 

potencia en el arranque y paro del motor de CD. Este tipo de sistema se puede aplicar 

en autos eléctricos, taladros eléctricos, juguetes eléctricos, sistema de rehabilitación 
médica, etc. 

Como trabajo futuro, se pretende la aplicación de este proyecto a un sistema completo 
para la rehabilitación de cadera. 
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