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Resumen: En este articulo se presenta una experiencia educativa que combina
matemadticas, programacion y electronica. Se resolvio una ecuacion diferencial con
condiciones en la frontera utilizando el método de colocacion ortogonal, implementado en
un microcontrolador PICI8F4620 con lenguaje C. Los resultados se visualizaron en una
pantalla grafica de 128x64 pixeles y se compararon con la solucion exacta. El proyecto
incluye la creacion de matrices matemdticas esenciales A,B,C,D,Q~ 1, y utiliza las raices de
los polinomios de Legendre, que fueron organizadas en una tabla para facilitar su acceso
durante los cdlculos. El sistema puede generar las matrices necesarias para distintos casos,
apoydndose en los polinomios Pi(x)-Ps(x). Esta propuesta busca acercar herramientas
avanzadas a estudiantes, mostrando como resolver problemas complejos con tecnologia
accesible.

Palabras clave: Andlisis numeérico, colocacion ortogonal, ecuaciones diferenciales

ordinarias, lenguaje de programacion C, Microcontrolador PIC.
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1. Introduccién: lo que debemos saber de inicio

Las ecuaciones diferenciales con condiciones en la frontera son importantes porque
describen el comportamiento de fendmenos fisicos, asi como el comportamiento de
sistemas. Por ejemplo, se puede modelar el comportamiento de una cuerda (Burden y
Faires, 2011), entre otros. Asimismo, la ecuacion de onda y la ecuaciéon de calor requieren el
uso de condiciones a la frontera para modelar y describir su comportamiento. Las
condiciones de frontera conocidas son las de Dirichlet, Neumann, Cauchy y Robin.

El método de colocaciéon ortogonal es un método numeérico que tiene el fin de resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales con valores a la frontera y es un método
conocido en la literatura de ingenieria Quimica (Jiménez-Islas, y Lopez-lsunza, F. 1994;
Finlayson, 1981; Villadsen y Stewart, 1967; Villadsen y Michelsen, 1978). El método se basa en
utilizar las raices de los polinomios de Legendre y de la generacion de las matrices
A,B,C,D,Q7t, donde las matrices A4,B implementan la primera y segunda derivada
respectivamente, mientras que La matriz C contiene los valores de los polinomios de base
de Legendre evaluados en los puntos de colocacion. La matriz D se utiliza para evaluar
derivadas de la funcién aproximada en los extremos del dominio, es decir, en los puntos de
frontera donde se imponen condiciones adicionales. La matriz Q™! es la inversa de una matriz
de pesos utilizada en el método. Esta matriz aparece cuando se aplican integraciones o
productos internos dentro del método de colocacién. Al invertirla, se facilita la resolucién del
sistema de ecuaciones resultante.

Una vez que se discretizan las ecuaciones diferenciales, éstas se transforman en ecuaciones
algebraicas que pueden ser lineales o no lineales, segun de las caracteristicas de las
ecuaciones diferenciales, y para resolverlas es necesario un algoritmo numérico como sobre-
relajacion o Newton-Raphson (Burden y Faires, 2011). Existen distintos programas para
implementar estos algoritmos numeéricos, entre los que destacan Fortran, C, Python, Excel,
R, entre otros.

El lenguaje C puede considerarse como un lenguaje de programacion universal porque
entendiendo su estructura facilita el aprendizaje de otros lenguajes de programacioéon como
C++, Java, Delphi, etc. Asimismo, este lenguaje permite gestionar algoritmos con diferentes
propdsitos en distintos sistemas operativos como MS-DOS, Linux y Windows. En ese sentido,
los dispositivos embebidos que contienen microcontroladores con distinta arquitectura,

como PIC (Programmable Integrated Circuit), ARM (Advanced RISC Machine), e Intel 8051,
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los cuales pueden programarse utilizando C. Aunque los microcontroladores tienen amplias
aplicaciones en la electrénica (Clavijo, 2011), en este trabajo se presenta la solucidon de una
ecuacion diferencial ordinaria lineal resuelta con Colocacion ortogonal con el
microcontrolador PICI8f4620 (Microchip, 2008) como hardware. Este trabajo tiene el
propdsito de resignificar el discurso matematico escolar (Sandoval-Hernandez et al, 2021)
motivando a los estudiantes a explorar otras alternativas de implementacion, generando un

acceso universal al conocimiento con otras perspectivas.

2. Fundamentos Teoéricos: reglas y principios cientificos importantes

El método de colocacién ortogonal consiste en aproximar una funcidén y sus derivadas
usando puntos de colocacion que provienen de las raices de los polinomios de Legendre. A
partir de estas raices se construyen matrices que permiten calcular derivadas de manera
numeérica. Las expresiones para aproximar la primera y segunda derivada mediante la

colocacion ortogonal estan dadas por las sumatorias

NX+2

dT
k=1

dZT NX+2

W= Z AX Ty (2)
k=1

Donde las matrices Ay B son las matrices de colocaciéon y NX+2 son los puntos de colocacion
utilizados, dados por las raices de los polinomios de Legendre, mas las fronteras. Para

obtener estas matrices se tiene

A=cQ™ (3)
B =DQ! (4)

Las matrices ABCDQ~! se encuentran en funcién de las raices de los polinomios de Legendre,

los cuales pueden generarse a partir de la formula de Rodrigues, dada por la formula

dn
2
e T D" ©)

P(x) =
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En (Finlayson, 1981; Villadsen y Michelsen, 1978) se presentan los detalles numéricos para

generar las matrices utilizadas en colocacién ortogonal.

3. Desarrollo del Trabajo: aplicando las reglas y principios cientificos

El caso de estudio propuesto es una ecuacidon diferencial ordinaria dada por

2
d
22 Y — 2 y() +1=0

y0)=0,y'(1)=1

Con solucion analitica exacta
2x

e —1+x
4e2 2

y(x) =

La metodologia fue llevada a la practica utilizando una tarjeta de desarrollo

(7)

EasyPIC V7

Connectivity, junto con el programa MikroC, que permite escribir y cargar instrucciones al

microcontrolador. En este caso se utilizd el modelo PICI8F4620, un pequehno chip que

funciona como el "cerebro" del sistema y que cuenta con 64 kilobytes de memoria para

guardar instrucciones, 5 puertos de entrada y salida, 4 temporizadores y otros elementos

que lo hacen muy versatil. Para mostrar los resultados, se conectdé una pantalla grafica de

128x64 pixeles, controlada por un chip llamado KS0108, que permite visualizar texto e

imagenes sencillas. La Figura 1 muestra la tarjeta utilizada.

e ol v nm
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Figura 1 Tarjeta de desarrollo utilizada.

Obtenida de: elaboracion propia.
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Para poner en marcha el método de colocacion ortogonal, se almacenaron previamente las
raices de los primeros ocho polinomios de Legendre, P;(x),::- Pg(x), €n una matriz de tamano
8x10. Estas raices son valores especiales que se usan como puntos de referencia para
construir la solucion aproximada. Cuando se necesita generar las matrices del método, el
programa toma de esa tabla las raices correspondientes al orden deseado. En el caso de
estudio presentado, se usaron tres puntos de colocacién, es decir, se eligieron las raices del
polinomio de Legendre de tercer orden. Ademas, al incluir las condiciones de frontera, se
formo un sistema de cinco ecuaciones con cinco incégnitas. Para resolver este sistema se
utilizd el método de Newton-Raphson, una técnica numeérica que ajusta los valores paso a
paso hasta encontrar la solucidon. En el proceso también se aplicé una descomposiciéon LU,
el cual es un método para factorizar una matriz cuadrada en dos matrices triangulares: una
triangular inferior (L) y una triangular superior (U), con el fin de facilitar el calculo de la inversa
de la matriz Jacobiana, una parte clave del calculo. Ademas, se utilizé un criterio de tolerancia
Ax = 1x10® tanto para las derivadas como para decidir cudndo detener el célculo,
asegurando asi que el resultado fuera suficientemente preciso. La Figura 2 muestra, en la
pantalla grafica, la comparacion entre la solucion exacta y los tres puntos de colocacion

obtenidos por el método.

Figura 2 Demostracidon de la libreria creada en Maple 2021.

Obtenida de: elaboracion propia.

La Tabla 1 muestra una comparacion de los valores de los puntos de colocacion obtenidos
con el sistema basado en microcontrolador contra la solucién implementada en Maple 2021

y la solucidn exacta de la ecuaciéon diferencial.
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De la Tabla 1 puede notarse que la solucién obtenida con el microcontrolador PIC es las
misma que la que se obtuvo con Maple 2021. Véase en este caso de estudio, el error absoluto
disminuye conforme nos alejamos del primer punto de colocacion.

Tablal. Comparacién de los puntos de colocacién.

Valoresde | Valoresdey | Valoresdey | Valor exacto | Error absoluto
X PIC Maple dey PIC vs exacto
0 0.000000 0.000000 0 0
0.112702 0.065006 0.065006 0.064905 8.99x10~*
0.500000 0.308277 0.308277 0.308136 1.41x10~*
0.887298 0.609318 0.609318 0.609364 4.7x1075
1 0.716216 0.716216 0.716166 5.0x107°

Obtenida de: elaboracion propia.

4. Conclusiones: lo que podemos aprender de este articulo

Los resultados presentados en este trabajo muestran que es posible utilizar un
microcontrolador PIC para resolver problemas matematicos, como las ecuaciones
diferenciales, aunque no tenga un coprocesador especializado para calculos numéricos. Esto
se logra porgue el propio software se encarga de simular las operaciones de punto flotante,
gue son esenciales en este tipo de calculos. A pesar de que estos dispositivos tienen recursos
limitados, como poca memoria para guardar instruccionesy datos, se demostrd que pueden
ejecutar algoritmos numeéricos con eficacia, siempre que no se excedan sus capacidades
internas. Esta experiencia educativa abre la puerta a nuevas formas de ensefanza y
aprendizaje, donde los estudiantes pueden ver como las matematicas se conectan con la
electronica y la programacion. Ademas, muestra que es posible trabajar con herramientas
de bajo costo para resolver problemas complejos, haciendo mas accesible la ciencia y la

tecnologia.
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